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PROLOGO 
Estimado lector: 
Este libro es fruto de las actividades docentes, 
investigadoras y profesionales del autor en el Departa-
mento de Físico Química de los Procesos Industriales de 
la Facultad de Ciencias Químicas de la Universidad Com-
plutense de Madrid, Escuela Técnica Superior de Ingenie 
ros de Minas de Madrid y Junta de Energía Nuclear y por 
su contenido parece adecuado para los alumnos de los úl_ 
timos cursos de las Universidades, Centros de Investiga 
ción y Profesionales del campo de la energía. 
Como es bien conocido, los primeros trabajos so-
bre Transmisión del calor aparecieron en los albores del 
desarrollo industrial, siguiendo las lineas trazadas ini_ 
cialmente por Newton. En 1822 aparece el libro de P.B.J. 
Fourier La lhe.on.le. knal¿t¿que. de ta Ch.ate.ui que indica-
ba el camino de desarrollos más profundos. Durante el 
siglo XIX científicos de la talla de Biot, Riemann, Bes 
sel, Stefan, Boltzman, Poisson, Peclet, Boussinesq, Poin 
caré, Maxwell, W.Thomson, entre otros muchos, desarro-
llaron estudios térmicos que se asentaron def initivamen_ 
te como una rama de la ciencia con los trabajos de M. 
Plank sobre las radiaciones. Sin duda alguna los temas 
de la energía habían atraído la atención de las mentes 
más claras de la ciencia. Durante la primera mitad del 
siglo XX los distintos procesos industriales exigían 
nuevos materiales y mayores flujos térmicos dando ori-
gen a estudios específicos. Los temas térmicos se trat<a 
ron con mayor número de aplicaciones y son bien conoci-
dos los trabajos de: McAdams, Jakob, Blasius, Boelter, 
Nusselt, Carslaw, Jaeger, von Karman, Chapman, Colburn, 
Drew, Eckert, Erk, Groeber, Veron, Grigull, Ingersoll, 
Kirchhoff, Prandtl, etc. 
- -Lí -
En la época actual los fenómenos térmicos ocupan 
un espectro amplio de aplicaciones, se buscan normalmen 
te cinéticas térmicas muy elevadas, o muy bajas. Las 
primeras para extraer o aportar potencias con las nece-
sidades que requieren los procesos industria-Íes y^iastí-
segundas para lograr que los materiales que constituyen 
los equipos o maquinas' no se'alteren por las condicio-
nes de funcionamiento, normales o anormalesV -
Én la preparación del texto se ha procurado man* -
tener los criterios del: método científico, sin olvidar 
que las aplicaciones,'sott el objetivo primario para los 
lectcres a los que va dirigido. Él planteamiento dé que 
los focos térmicos imponen un campo dé temperaturas se-
gún sea; la forma geométrica, los materiales y los me-
dios de cada caso particular, simplifica el problema 
global, pero aumenta el número de ramas de la Ciencia y 
Tecnología en las cuales intervienen aspectos térmicos. 
Los focos térmicos provienen de transformaciones fIsi*••• 
cas, reacciones químicas o reacciones nucleares dé fi-
sión y fusión incluyéndose en ellas la interacción de 
partículas y radiaciones con la materia. Por otra par-
te, el gran número de aplicaciones y la profundidad ml^  
nina del texto para que sea de la utilidad que se 
pretende, han determinado el tratar solamente la-
Transmisión de calor por conducción; si bien se han 
considerado en los dos primeros capítulos, aspectos 
elementales de los modos de convección y radiación. 
En el capítulo 3* se tratan los fenómenos en ré 
gimen estacionario incluyéndose: interpretación de las 
propiedades térmicas, aislamientos térmicos, superfi-
cies extendidas, tratamientos de formas geométricas, 
simples y compuestas con métodos analíticos que inclu-
yen las transformaciones conformes y métodos gráficos-, 
numéricos, analógicos y aproximados. 
En el capítulo 4° se tratan los fenómenos de ge 
- Í.Á.Í. -
neraci6n de calor con distintas leyes de producción de 
energía térmica asi como descripción de fenómenos tales 
como resistencias eléctricas, reactores nucleares, ar-
cos eléctricos, reacciones químicas, calentamiento por 
inducción y por medios dieléctricos que familiarizan al 
lector en la importancia de conocer la distribución de 
los focos térmicos. 
En los capítulos 5o, 6o y 7o, y cuando el lector 
estS familiarizado con los métodos de cálculo, se inclu 
yen los regímenes transitorios con y sin generación de 
calor, para cubrir los aspectos térmicos relacionados 
con accidentes, puesta en marcha o cambios normales y 
anormales de las condiciones de funcionamiento y que 
tienen repercusión en las respuestas exigibles a la in£ 
trumentación y control. 
En el capitulo 8o se abordan los problemas rela-
cionados con focos térmicos y cuerpos en movimiento en 
regímenes transitorios y estacionarios cubriendo el tra 
tamiento de los denominados puntos calientes, que en mu 
chos casos conducen a rebajar las temperaturas de oper£ 
ción con disminución del rendimiento de los equipos té£ 
micos. Con los métodos utilizados en este capitulo, se 
tratan algunos problemas simples de los cambios de esta 
do. 
En la preparación de los distintos capítulos se 
ha seguido un orden secuencial y sistemático, primero 
fenomenológico y posteriormente con el tratamiento mate 
mático adecuado, haciendo hincapié en que cada caso, es 
un pequeño modelo, para el cual, las condiciones de con 
torno deben ser precisas, responder a una situación cua 
si real, y que los resultados sean numéricos, en res-
puesta a los objetivos que se buscan. Los ejemplos que 
se incluyen en los distintos capítulos, familiarizan al 
lector a plantearse la solución de otros problemas espe 
clficos que incluyen las analogías con el campo de con-
centraciones. Se ha evitado en lo posible los tratamien 
tos no lineales con objeto de no perder las ventajas del 
método de superposición. Con las máquinas de calcular se 
consiguen pequeños programas que resuelven casos más cora 
plicados. 
En el Apéndice I se incluyen las herramientas ma-
temáticas utilizadas en el texto y el lector apreciará 
la fecundidad de las transformadas de Fourier, Hankel y 
Laplace que para casos más complicados pueden extenderse 
a las de Mehler-Fock, Mellin o Kontorovich-Lebedev, en-
tre otras. 
En el Apéndice II se incluyen algunas tablas de 
propiedades de materiales más frecuentes que han sido re 
consideradas para valores medios y situaciones más comu-
nes. El sistema de unidades utilizado en los ejemplos es 
el denominado ingenieril, quizás hubiese sido más adecúa 
do el sistema internacional, pero se ha deseado conside-
rar razones de familiaridad y prácticas. 
Finalmente hay un capítulo importante que no figu 
ra en el texto, las discusiones y comentarios de compañe 
ros de profesión en la preparación de los distintos capí^  
tulos. En especial quiero agradecer al Profesor L.Gutié-
rrez Jodra y a los componentes de su escuela en el Depar 
tamento de Físico Química de los Procesos Industriales 
el apoyo científico y humano que me han prestado. Un día 
de verano admirando la belleza y magnitud de la puesta 
de sol, y dejando a un lado rubores intelectuales, deci-
dí publicar éste libro. 
El autor 
Madrid, Agosto 1983. 
A mi esposa 
María Angeles 
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CAPITULO 1 
IlECANISí'.OS DE TRANSMISIÓN DE CALOR 
INTR0PUCCI0M 
Los fenómenos térmicos están ligados a todas las transforma 
ciones de la materia incluyendo desde los cambios de las dimensio-
nes de un cuerpo en estado de reposo o movimiento hasta las trans-
formaciones en que parte de la materia se convierte.en energía co-
mo sucede en las reacciones nucleares de fisión o fusión. Como con 
secuencia de esta generalidad resulta difícil encontrar procesos 
donde no exista intercambio de calor, tanto a escala del Universo, 
como a escala de los procesos más elementales del reino animal o 
vegetal. 
La termodinámica da la cantidad de energía y la composición 
de equilibrio de los procesos físicos o químicos. La naturaleza de 
la energía absorbida o desprendida depende del tipo de proceso; en 
unos casos es energía en forma de trabajo mecánico, como sucede en 
la expansión de un gas al desplazar un émbolo, en otros, eneróla 
eléctrica como sucede en las pilas electrolíticas, pero en cual-
quier caso, también se desprende calor en mayor o menor proporción. 
El calor o energía térmica, es la menos noble de todas las 
formas de energías. Las transformaciones de una a otra forma de 
energía van acompañadas de desprendimiento de calor correspondien-
te a la irreversibilidad del proceso, dada por el término T.¿S , 
donde AS representa la variación de entropía. La entropía es una 
propiedad extensiva que depende de la cantidad de materia del pro-
ceso. La transformación de calor en otras formas de energía va acom 
panada de una irreversibilidad mayor que la de cualquier otra ener 
gía. El criterio de equilibrio en el intercambio de calor está de-
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terminado por la igualdad de temperaturas entre los focos caliente 
y frío. La temperatura es una propiedad intensiva que no depende 
de la cantidad de materia y el calor se transmite en el sentido de 
las temperaturas más altas a las más bajas. 
Los procesos reales de intercambio de calor tienen lugar en 
un tiempo finito, y por lo tanto, interviene la cinética que, nor-
malmente se expresa por la cantidad de calor que se extrae o aporta 
en la unidad de tiempo. Cuando se trate de aislamiento térmico, in-
teresa una cinética baja, es decir que la cantidad de calor que se 
pierda al exterior sea pequeña, por el contrario, cuando por ejem-
plo, se necesita refrigerar un foco térmico, se busca una cinética 
elevada. En muchos procesos industriales, es necesario alcanzar una 
cinética alta con un salto pequeño de temperaturas entre los focos 
caliente y frío, para lograr un buen rendimiento en el ciclo termo-
dinámico o poder realizar ciclos termodinámicos sucesivos con un só 
lo foco caliente. En la mayoría de los problemas de transmisión de 
calor se plantea una situación de compromiso entre, la cinética, 
salto de temperaturas, y superficie de equipo necesario para reali-
zar un determinado proceso, que hay que resolver teniendo en cuenta 
aspectos prácticos o industriales. 
1.1. Ucdoi de tian&m¿¿¿6n del cala 
Es un hecho experimental bien conocido que cuando dos sóli-
dos a distintas temperaturas Ti y T2 se ponen en contacto el 
cuerpo caliente cede calor al cuerpo frío hasta que sus temperatu-
ras se igualan y se obtiene la condición de equilibrio térmico. Es-
te fenómeno se repite en forma análoga cuando uno de los cuerpos es 
gas o líquido. Finalmente, existe también intercambio de calor cuan 
do los dos cuerpos se separan aún en el caso de que entre ellos 
exista el vacío. El estudio de estos tres fenómenos lleva a la con-
clusión de que existen tres modos de intercambio de calor conocidos 
como conducción, convección y radiación respectivamente. 
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1.2. Conducción 
Se denomina conducción al conjunto de mecanismos que inter-
vienen en la transmisión de calor a través de la materia considera 
da en reposo desde el punto de vista macroscópico. En la zona ca-
liente, los electrones, Stomos o moléculas, se mueven dentro de 
sus espacios limitados a mayor velocidad que sus vecinos más fríos 
transmitiéndoles energía sin que exista movimiento de masa del ma-
terial. Los fenómenos de conducción se dan en todos los estados de 
agregación, es decir, sólido, líquido, gaseoso y plasma, conside-
rando éste último como un cuarto estado de la materia, constituido 
por un conjunto de cargas eléctricas libres, iones y electrones, 
donde la carga global es nula y los movimientos de las partículas 
se rigen por la teoría de los gases. 
En el caso de los metales, los mecanismos de conducción son 
debidos a los electrones libres y como, por otra parte, los elec-
trones libres son a la vez portadores de carga eléctricas, resulta 
natural que los buenos conductores de la corriente eléctrica sean 
también buenos conductores del calor. La relación entre la conduc-
tividad térmica te y la conductividad eléctrica en los metales tíc 
viene dada por la ecuación de Wiedermann-Frank 
Jfc_
 = 3L1 f feri = 2,45. Io-« 1 ^ ) 
o£T ~" 3 V e ) y.cz¡ (1) 
donde fe-B es la constante de Boltzmann 4,39.^ 0" r/°KJ i e > ca£ 
del electrón 1602.10"'4 C 
La ecuación anterior, no se cumple para todos los metales, 
debido a que en los mecanismos de conducción de calor intervienen 
también las vibraciones de los elementos de la red cristalina del 
sólido. En el caso de gases, la conducción se verifica por choques 
de las moléculas, y cuando se trata de líouidos, la situación es 
intermedia entre sólidos y gases. En el Capítulo 2 se tratan estos 
aspectos con mayor amplitud. 
La doble función de los electrones libres en los metales, 
como portadores de cargas eléctricas, y de calor, establece una 
analogía formal entre los campos eléctricos y térmicos. Cuando en 
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un conductor eléctrico se mantiene un canpo eléctrico constante, 
se origina una corriente I dada por 
- ^
c
' 4 y A 12) 
t 
donde AV es la diferencia de potencial, 1(m) , y A(m2) , son 
la longitud y sección recta del conductor, respectivamente. Si o 
es constante y AV/1 también, resulta la conocida ley de Ohm 
I=^¿ (3) 
Re 
Análogamente, cuando en un conductor térmico de longitud 
1(m) y sección recta A(m^) se mantiene una diferencia de tempe 
ratura AT entre los extremos del conductor, con un gradiente 
AT/1 , la cantidad de calor q(kcal/h) que atraviesa el conduc-
tor en el sentido de las temperaturas decreciente es: 
-]= ^ A£I
 (4) 
conocida como ecuación de Fourier de conducción del calor, donde 
la conductividad térmica k estáexpresada en (Kcal/h°C m*/m) . 
La ecuación (4) puede escribirse, 
a- ¿>T 
donde RT£ es la resistencia térmica al paso de calor, expresa-
da en (°C.h/Kcal) . Las ecuaciones (4) y (5) pueden conside-
rarse como generales para la transmisión de calor por conducción 
a través de gases, líquidos o sólidos. 
Ijimplo 1,2-(1) 
Una pared plana de 1 cm de espesor tiene en sus caras tem 
peraturas de 250°C y 125°C respectivamente. Calcular: 
a) La cantidad de calor (Kcal/h.m2) que se transmite por 
conducción si la pared es de los siguientes materiales: 
Cobre ; acero ; alúmina ; ladrillos de tierra de diatomeas. 
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b) Las resistencias térmicas CCh/Kcal) para los materia-
les anteriores. 
c) Los gradientes de temperaturas dentro de los citados ma-
teriales. 
d) Tomando como referencia la cantidad de calor (Kcal/h) 
que se transmite a través del cobre hallar los espesores 
de los restantes materiales. 
Solución: Las conductividades térmicas medias entre 250-125°C en 
Kcél son 
V, ve. "C 
b ^ = S2¿ fe* U«ro) =r AS ^ 8 k,L = °'0fo0 
a) 
St _ fe. al
 = us.io* fe /*ca}\ 
b) 
(Mc= *,<* -O- i (b^- W2.UT- . (^ M¡0j- L«-^ i ^ " ^ 
O 
( £ U Ü (fc\ 
\.Ax] -S fe V-nrvj 
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SbMS ¿Xc^ B C^, A x c <-«. __ *- Cw 
u. A x . . = 0 ,458em ¿ * i ( 1 = 0 ,024 Cm. A y A = V « 4 ^ 0 " o -
1.3. CoKvecc-íiJn 
La transmisión de calor por convección tiene lugar cuando 
entre focos calientes y fríos existe transporte de materia a escala 
macroscópica, es decir a distancias superiores a las correspondien-
tes a una posición de equilibrio de los elementos constituyentes de 
la materia. El mecanismo del intercambio térmico por convección se 
origina en las zonas de mayor temperatura por cambios de densidad 
respecto a las zonas de menor temperatura. La diferencia de densida 
des produce un gradiente de presión y el fluido se desplaza inter-
cambiando calor y cantidad de movimiento con la masa que le rodea. 
El desplazamiento está relacionado con la naturaleza del fluido, 
por las fuerzas de fricción, y el campo de velocidades que acompaña 
al movimiento, y se conoce como longitud de. mezcla. Aunque los fenó 
menos de intercambio de calor por convección clásicamente se aso-
cian con los estados de agregación; gaseoso y líquido, pueden consi 
derarse igualmente aplicables, a otros estados que cumplan las con-
diciones de desplazamiento macroscópico de materia por la existen-
cia de focos térmicos a distinta temperatura dentro del sistema. 
Las corrientes de convección por efectos térmicos son a ve-
ces intuitivas y visibles, por ejemplo, en el humo que produce un 
cigarrillo al quemarse o la sensación de calor y frío que se siente 
en una corriente de aire. Cuando el movimiento de un fluido es debi^ 
do solamente a efectos térmicos se denomina convicción na.tun.al, 
mientras que, si además de convección térmica, el fluido se mueve 
por agentes externos, tales como bombas de circulación, se denomina 
convicción (¡azada. Con independiencia del agente que mueve el flui^  
do, éste puede moverse en lígimen Laminan., cuando no existen compo-
nentes de la velocidad perpendiculares a la dirección principal del 
movimiento, o en KÍgimín tun.bu.te.ntc, cuando existen estas componen-
tes; el paso de uno a otro régimen se denomina de ttani-tc-tíi:. 
Para conocer la cantidad de calor que se transmite por con-
vección se puede considerar un sistema simple: el calentamiento de 
una masa gaseosa que se mueve sobre una pared vertical en sentido 
ascendente, Fig. 1.3(a) . La superfi. 
cié de la pared se supone a tempera-
tura constante T4 , y el fluido se 
mueve con un caudal másico (kg/h) 
tal que su temperatura media en dos 
posiciones de la pared valen t, y 
t respectivamente. Si se miden las 
temperaturas cerca de la pared por 
medio de un interferómetro u otro 
instrumento que no perturbe el fenó-
meno, la distribución de temperatu-
ras en función de la distancia nor-
mal a la superficie, tiene la forma 
que se indica en la figura. El gra-
diente de temperatura Ti-t/AX , es elevado y constante en las 
proximidades de la superficie, y baja a partir de una cierta dis-
tancia X. , pasando por una zona de transición. Todo sucede como 
si existiese una pzi-ícula de gas adherido a la pared de espesor 
X a través de la cual pasa el calor por conducción y donde se 
presenta la mayor proporción de la resistencia térmica total. La 
existencia de la película quieta se pone en evidencia con el in-
terferómetro, y se corresponde con la idea de que la velocidad 
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Si el gradiente de temperaturas es constante en el espesor 
X , puede escribirse para la cantidad de calor transmitida por 
conducción, 
y si ~B-^-A 
v _ W s ^ 
(1) 
(2) 
La sencillez del caso tratado, se complica porque la diferen 
cia (T,-t) no permanece constante y, por otra parte, el espesor 
de la película AX corresponde a un sistema dinámico donde inter-
vienen aspectos térmicos, conjugados con el campo de velocidades 
del fluido en movimiento, y la solución, hay que buscarla en el co 
nocimiento del perfil de velocidades y de su correspondiente per-
fil de temperaturas, para obtener por integraci6n, la cantidad de 
calor transmitida. 
Por otra parte, los fenómenos de convección se han venido es 
tudiando tradicionalmente a partir de la ley de enfriamiento de 
Newton 
o^ k s(r-tL 
(3) 
donde h(Kcal/hm2°C) es el coeficiente de transmisión de calor por 
convección; S(m2) la superficie de intercambio de calor y (T-t)m 
el valor medio de las diferencias de temperaturas entre la superfi-




La comparación de las ecuación (2) y (3) da la relación 
(5) 
Poniendo de manifiesto una analogía entre los fenómenos de conduc-
ción y convección, y por ello, es frecuente que en la bibliografía 
h sea denominado coeficiente de película. 




 A " n (6) 
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donde CTC« es la resistencia térmica al paso de calor por convec-
ción. 
La ecuación (3) aparentemente simple contiene en la variable 
h la complicación de los fenómenos térmicos y de movimientos flui-
dos apuntada anteriormente. Normalmente los valores de h en dis-
tintos casos se obtienen: a partir de datos experimentales acopla-
dos por medio del análisis dimensional en grupos adimensionales con 
exponentes determinados, o por métodos analíticos, teniendo en cuen 
ta, los campos de distribución de temperaturas y velocidades, rela-
cionados por las ecuaciones de balances energéticos. 
1.3.1. Convección con cambios de estado. 
Los cambios de estructura de materia en general, van acompa-
ñados de absorción o desprendimiento de calor, que cuando se trata 
de cambios de estado, se denomina calor latente. Son fenómenos de 
este tipo: ebullición, c.ondzni¡a.c.¿6n, £u¿i6n, tol¿d¿(¡cacl6r. y &ubli 
mac-tín. Si bien todos ellos son importantes, la ebullición y con-
densación tienen mayor significación por la gran cantidad de proce 
sos industriales en que se utilizan. Un ejemplo clásico es el caso 
de una caldera de vapor de tubos de agua. En el hogar destinado a 
la combustión de gases, fuel-oil o carbón, se genera calor. Parte 
de éste calor se va con los gases que salen por la chimenea, y par-
te, se transmite al agua que circula por el interior de los tubos. 
Si la temperatura de ebullición del agua es inferior a la temperatu 
ra de la superficie interior de los tubos, tiene lugar el cambio de 
estado de liquido a vapor o ebullición. Si el calor latente es ele-
vado, como es el caso del agua, se puede extraer mucho calor con 
una pequeña cantidad de líquido. 
Los cambios de estado pueden tener lugar: en el ¿ene de. mate 
Ki.a. más o menos homogénea, o en las proximidades de la ¿upei^ -cc-ic 
de apaiacíSn de dos o más estados de agregación, como en el ejem-
plo anterior de una caldera de vapor. Los mecanismos de transmi-
sión de calor en estos casos son complicados, y se engloban en el 
coeficiente h de la ecuación 1,3-(3). 
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Cuando la ebullición tiene lugar en las proximidades de un 
sólido, generalmente un metal o buen conductor térmico, aparecen 
puntos activos en la superficie del cuerpo, que actúan como genera-
dores de burbujas, con diámetros del orden de 10" m . Estas burbu 
jas crecen y se mueven a gran velocidad produciendo una agitación 
intensa en el líquido que las rodea. Colapsan si la masa de líquido 
está por debajo del punto de ebullición. Los valores de h pueden 
ser del orden de 15.000-20.000 (Kcal/h m2°C) y dependen de las ca^ 
racterísticas geométricas y estructurales de la superficie y de las 
propiedades físicas y dinámicas del fluido en movimiento. Las venta 
jas de la transmisión de calor con ebullición, radican en el valor 
elevado de h , lo que permite construir equipos compactos con pe-
queños saltos de temperatura. Pueden obtenerse valores de h de 
100.000 (Kcal/hm2°C) , pero para estos valores el fenómeno de ebu-
llición es inestable. En efecto, consideramos el caso de un flujo 
térmico, (q/s) , de 5*10€ (Kcal/hm2) con una diferencia de 50°C 
entre la superficie y la zona de ebullición. Las burbujas, se for-
man y mueven rápidamente, y la visión pictórica, se corresponde con 
pequeños chorros de vapor que se introducen en el líquido en caden-
cia variable. Si en algún momento, una zona de la superficie se cu-
bre de una capa de vapor, la transmisión de calor se ve dificultada 
y, si el foco térmico continúa imponiendo su flujo térmico, que es 
muy elevado, la zona afectada eleva rápidamente su temperatura fun-
diendo el material por ab^LCLiam-Línto o quemado. Cuando el foco ca-
liente lo forma una masa a temperatura fija, los flujos térmicos no 
son tan elevados, el quemado no se produce si el material de la pa-
red tiene punto de fusión superior a la temperatura del foco calien 
te, y la ebullición se autocontrola por la aparición del fenómeno 
L de ebullición en pe.Licu.La. 
En los fenómenos de condensación en ausencia de gases incon-
densables los valores de h , son también elevados, del orden de 
15.000 (Kcal/h m2°C) . El mecanismo de condensación es la formación 
de una película líquida junto a la superficie metálica; el vapor 
condensante cede el calor latente que se transmite a través de la 
película, y de la pared del material, para ser eliminado finalmente 
por el foco frío. La presencia de gases incondensables hace que se 
forme una película de gas junto a la película líquida, aumentando 
notablemente la resistencia térmica y disninuyendo el valor de h . 
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Un fenómeno análogo se presenta cuando la condensación tiene lugar 
con solidificación, como sucede con las capas de hielo, que tienen 
estructura porosa, y presentan una resistencia térmica elevada. 
Cuando la condensación tiene lugar sobre superficies metálicas muy 
limpias; oro, plata cromo y cobre, cono ejemplos característicos 
del fenómeno, se produce condensación en gotas, obteniéndose coefi-
cientes h de hasta cinco veces superiores a los obtenidos en la 
condensación en película liquida. El mecanismo no está bien aclara-
do, y el fenómeno se presenta, con gotas diminutas que se forman en 
la superficie, aumentan de tamaño a gran velocidad y se desprenden 
finalmente como tales gotas. Efectos análogos pero en menor exten-
sión los producen promotores del tipo de aceites, ácidos grasos y 
mercaptanos, entre otros. 
1.4. Rad-Lac-ión 
Desde un punto de vista clásico, la transmisión de calor por 
radiación tiene lugar entre cuerpos a distinta temperatura y separa 
dos físicamente. Son ejemplos típicos, la sensación de calor que se 
percibe cuando nos colocamos frente a una resistencia eléctrica al 
rojo, o la fusión de metales por medio de hornos solares. Cono es 
conocido los fenómenos de intercambio de calor por radiación tienen 
lugar a la velocidad de la luz, y sin intervención del medio que se 
para los cuerpos, siempre y cuando éstos se vean entre si. 
Los mecanismos que intervienen en la generación de calor por 
radiación son complejos, porque están ligados a las transformacio-
nes más Intimas de la materia, y su descripción y desarrollo, se ha 
ce teniendo en cuenta, las leyes de la mecánica cuántica y mecánica 
ondulatoria. Las partículas elementales, describen movimientos ondú 
latorios, equivalentes a un grupo de ondas ligeramente heterocromá-
ticas y divergentes, caracterizadas; por su frecuencia v , veloci-
dad de fase C y velocidad de grupo u . Los movimientos están 
cuantizados, es decir, sólo admiten o desprenden cantidades discre-
tas de energía, conocidas como quantoi, dados por la ecuación de 
Plank, 
- 12 -
donde h, (6,625 «10" erg.s) es la constante universal de Plank 
y v , la frecuencia de onda asociada. Si se considera un grupo de 
ondas hay que hablar de una cierta variación de dv , mucho menor 
que v . Cuanto menor sea dv , mejor está localizada la energía, 
y por tanto, la partícula, y cuanto mayor sea la dispersión, tanto 
peor está determinada la velocidad de fase, y por tanto, la de la 
partícula. 
De las consideraciones anteriores se desprende; la generali-
dad del término ladlaciSn, y los mecanismos de su generación y pro 
pagación. 
En efecto, la perturbación de una partícula se corresponde 
con un desprendimiento de energía hr\) que queda asociada a unas 
radiaciones conocidas como ¿otomi, es decir, corpúsculos de masa 
nula, cantidad de movimiento hy/C0 , velocidad de propagación Co, 
igual a la de la luz, y que responden a las leyes de la óptica geo 
métrica. La naturaleza electromagnética de las radiaciones fue pr£ 
vista por Dirac y, demostrada posteriormente, al admitir la existen 
cia de electrones positivos y negativos que en un proceso de ani-
quilación se transforman en radiaciones. En la Fig. l,4-(a) se in-
dican los valores correspondientes entre la energía de los fotones 
y las longitudes de onda de las radiaciones. 
En el estudio de las radiaciones resulta conveniente preci-
sar el significado de algunos términos que se utilizan con distin-
tos nombres en la bibliografía. 
La energía de las radiaciones se propaga en haces de ondas 
divergentes, y la energía correspondiente a un rayo, no tiene sen 
tido, dado que, sólo podemos determinar un cierto entorno de fre-
cuencias, y por ello, cuando se habla de radiación monocromática, 
se entiende que se trata, de haces con frecuencias comprendidas en 
tre v y v+dv . 
Radiaciones no polarizadas, son aquellas en las que el pla-
no de polarización cambia continuamente, como sucede en casi todos 
los medios isótropos. Teniendo en cuenta que la intensidad de ra-
diación, es proporcional al cuadrado de la amplitud de las vibra-
- 13 -
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ciernes, la intensidad de una radiación polarizada, es la mitad de 
una radiación no polarizada. Normalmente, en tanto no se especifi-
ca, se supone radiaciones no polarizadas. 
Radiaciones difusas, son aquellas que tienen las mismas pro-
piedades en todas las direcciones, se dice también, que cumplen la 
ley de Lambert o del coseno; la energía radiada en cualquier direc-
ción, es proporcional al coseno del ángulo que forme la dirección 
considerada con la normal al plano de la superficie radiante. 
La intensidad específica o intensidad monocromática I de 
v 
una radiación es la energía radiante por unidad de: tiempo, interva 
lo de frecuencia, ángulo sólido y superficie normal a la dirección 
de la radiación. 
Si un elemento ds , de superficie, localizado en el centro 
de una esfera, de la cual se ha representado un octante en la Fig. 
1,4(b) , radia a todo el espacio semiesférico de un medio isótropo, 
la potencia emisiva monocromática dq (energía/tiempo) vale 
ly d.S, = \/Ji> di, (2) 
donde W = (q /s) es el 
flujo de energía radiante 
monocromática (energía/su-
perficie, tiempo). 
Si la superficie 
radiante es finita: 
^ = WV,SI (3) 
S i se t i e n e n en c u e n t a t o -
das l a s f r e c u e n c i a s o l o n -
g i t u d e s de p u e s t o que 
• % 




La energía radiante monocromática, por unidad de volumen de un me-
dio, y unidad de intervalo de frecuencia, se denomina densidad de 
energía radiante monocromática. 
4TT 
uu,= - \ h¿n= 4^ yj„ (5) 
donde, Co es la velocidad de la luz y 9. el ángulo sólido. La 
ecuación anterior se deduce teniendo en cuenta que el volumen reco 
rrido por la radiacción correspondiente a una superficie, ds , 
normal a la dirección del ángulo sólido, díí , vale Cc* ds , y la 
energía transportada en la unidad de tiempo por radiación I 
dfi.dS . Dividiendo ambas expresiones e integrando, se obtiene la 
ecuación (4) . 
1,4-1. Ra.d-iac-L6n di cuerpo negnc 
Consideremos un cuerpo sólido que se mantiene a una tempera-
tura constante, con un recinto hueco, y vacio, dentro del sólido. 
Dentro de la masa entre las partículas que se mueven en sus órLi 
tas cuantizadas existe un equilibrio dinámico. Este eouilibrio tie-
ne también lugar en las proximidades de la superficie, con la cir-
cunstancia, que los intercambios energéticos estadísticos en esta 
zona se realizan con absorción o formación de fotones, que salen al 
recinto hueco, o que procedentes de éste, se absorben en la superíi 
cié del sólido. En consecuencia, el recinto hueco se llena de gas 
fotónico o radiaciones, caracterizadas por su energía h.v . Este 
equilibrio de radiación dentro del recinto hueco a temperatura cons 
tante, se conoce como radiación de cuerpo ne.glo, para el que se ad-
mite: radiaciones difusas que cumplen la ley de Lambert, extendidsr 
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a todo el espectro de frecuencias, y con una potencia emisiva, máxi^ 
ma posible, para cualquier foco térmico a la misma temperatura. 
En las condiciones de equilibrio consideradas anteriormente, 
la distribución de fotones responde a la estadística desarrollada 
por Bose y Einstein, y teniendo en cuenta, la energía de cada fotón, 
se obtiene el valor de la intensidad específica monocromática para 
un cuerpo negro, conocida como ecuación de Plank 
Ce
 í¡Lphf¿ -A 
o en función de la longitud de onda, si \>=£° y dv=:-í=J (-1^-
L a _ 2 ^ ; (2) 
Ó B 
« V ( « f & - í ) 
donde C0 es la velocidad de la luz en el vacío (2,998 x 10em/s) ; 
ho, la constante de Plank (6,625x 10" J.s) ; k_ , la constante 
— 2 3 
de Boltzmann (1,3804x 10 J/CK) ; T , temperatura de las radia-
ciones de cuerpo negro (°K) ; Ci = 3,7413x 10"(W/cm . \ " ) C2 = 
= 14388 (X°K) . 
La integración de la ecuación (2) en todo el intervalo de 
longitudes de onda, y teniendo en cuenta que el flujo de energía ra 
diante, W = wl , resulta para el cuerpo negro 
W* = irria 
Oo 
i i dX 
•- i>(-,Je»-4) 




° H J0axp-A Jo ' 
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W ^ = 40,%02 _ k _ T 4 = <S7 (4) 
c1^ 
Expresando las constantes en las unidades indicadas anteriormente. 
w
-^-^
TMr^) < 5 > 
Como puede observarse, a es una constante universal, cono 
cida como poder emisivo total del cuerpo negro, hallada, experimen 
talmente por Stefan, y calculada teóricamente por Boltzmann a par-
tir de consideraciones termodinámicas. El valor de a en distin-
tos sistemas utilizados en Ingeniería es: 
<r=W7.icr» (^^^) 
cr- 4,«« Ao"e fecal -i_ J-\ (6) 
tí = o,n3. \CT* [Bt¿. j _ -i-A 
En la Fig. 1,4-a, se representan los valores del flujo mono 
cromático de energía radiante para radiación de cuerpo negro Wn , 
en función del producto k T , y se observa la presencia de valores 
máximos de Wn , para cada temperatura. Estos valores pueden obte 
nerse directamente a partir de la ecuación (3). Tablas 1,4-1(a) y 
l,4-l(b). Para 
my° se cumple ^ ^ ^ ' ^ Y ^ 
y haciendo <x- "?*-•> resulta la ecuación Cxb a + Qz - \ 
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Fig. l ,4 (a ) 
y finalmente \JI&Í T=4,9651142317... 
que sust i tuyendo los va lo res de 
l a s cons tantes en las unidades 
dadas anter iormente , se ob t iene 
Xwo^- C0028^S (v*'«) (7) 
La ecuación (7) , se cono-
ce como ley de desplazamiento de 
Wien, permite conocer la tempera 
tura de un cuerpo en función de 
su flujo máximo y asi por ejem-
plo, el sol tiene su máximo flu-
jo monocromático en una longitud 
de onda de 5 x 10" m , su tempe 
ratura considerado como cuerpo 
negro es de 5796°K , valor que 
está de acuerdo con los resulta-
dos obtenidos por otros métodos. 
A partir de la ecuación (7), se obtiene la cantidad de calor 
por radiación que se intercambia entre los cuerpos negros. Conside-
remos dos superficies, paralelas a temperaturas. Ti y T2 respec 
tivamente con propiedades de cuerpo negro, y separadas por un medio 
no absorbente de radiaciones. La cantidad de calor por unidad de 
tiempo emitida del cuerpo 1 al cuerpo 2 vale 
O S.T* (8) 
y la del cuerpo 2 al 1 
•\2—r-K 
(9) 
y el calor que se intercambia entre los dos cuerpos, si Tj > T2 , 
y S[ = S 2 = S 
q« W " V H « S ° ( V - V ) (10) 
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expresando o en (Kcal/h m2 "K1) y con el valor dado en (6) 
^ (*£*) . S ^ ). W.V» (jg&^^OM 
Cuando las posiciones de las superficies son cualesquiera 
hay que introducir un factor de forma y posición en la ecuación 
(10). En efecto, consideremos dos elementos de superficies de cuer-
po negro, dSi y dS2 , dispuestas como se indica en la Fig. 
l,4-(b). Si dfíi es el ángulo sólido bajo el cual se ve la superfi_ 
cié dS2 desde dS, 
<Ln,=. ds» Lcs„fit d2) 
r7 
y análogamente para el elemento dSj desde dS2 , 
(13) 
y la cantidad de calor dc!i_,2 vale 
d^ ^ = ln a.9.lcosJi.,Aa,=I»v dí7 ¿S, oesjj, C*s|i (14) 





V 2 S . _ l \ Oo¿Ji,Co^ J--, AS, ¿S7= Ctg (15) 
donde F12 se conoce como factor de forma de cuerpos negros, que 
depende únicamente, de la disposición geométrica de las superficies 
que intercambian calor. Análogamente la cantidad de calor dq2 . 
que pasa de la superficie 2 a la superficie 1 vale 
%-*K 4 \ \ unji, uth <H, dU2 = F2< 
W ^ S , S-, L I. 
(16) 
1 JS,J£, 
La comparación de las ecuaciones (15) y (16) 
y el intercambio de calor entre las superficies 1 y 2 vale 
Si una superficie interior, se divide en superficies Sj , S2 , 
S3 ... S , y existe intercambio de calor por radiación de cuerpo 
negro, los factores de forma cumplen las ecuaciones 
Fu • *\x + *w + A v;*> - * 
! (18) 
donde los factores de forma con subíndices repetidos incluyen la 
posibilidad de superficies que se vean asimismas. 
A continuación se incluyen expresiones analíticas para for-
mas geométricas frecuentes en casos prácticos de radiación: 
1.- Plonoa porolclor 
L x  LY y = -  x= -
Lz L z 
,q- + x* n r c t ? - F -  - y ~ ~ t % y  $3 \+'I' 
- % arctg9] 
2.- Plonoa perpmndicularma 
IZ 
Los v a l o r e s  de  FZ 1 , Fsl , F.2 y F54 se obtienen para l a  
ecuacidn de  planos perpendiculares .  
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5- Plono y tubo» 
i0 
9 




It) <2) f 
OG-4 
OGH 
o o L OO 
(2) ' 
F u CS C| -factor de ^"d fila 
i}implo.- 1,4-1(1) 
Una tubería de 7,5 cm de diámetro exterior tiene una tem-
peratura en la superficie externa de 100°C . El espacio que rodea 
la tubería es de grandes dimensiones, y sus paredes están a 15°C . 
Se desea conocer la cantidad de calor perdida por radiaci6n y por 
metro de tubería si se suponen cuerpos negros. 
Solución: 
La ecuaci6n (18) da 
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puesto que la tubería no se ve asimisma F-i-i-n Y Fi?-i 
c 
¿,- n t> U = TI. 7,5. AO"1 = 0,235 (^/m) 
Q = 0,235.4,««.Acr« (3-534- 29&4) = ^ 3 ( K C ^ { . ^ <*« tubería) 
Ejtmpto.- 1 , 4 - 1 ( 2 ) 
La sílice fundida transmite el 92% de la radiación en el 
intervalo de longitudes de onda 0,35x 10~ m - 2,7 * 10~ m . Calcu 
lar el % de radiación que transmite cuando éste material se colo-
ca frente a: 
a) cuerpo negro a 500°C 
b) cuerpo negro a 1000°C 
c) radiación solar. 
Solución: 
a) Para 500°C , T = 773°K y XjT = 0.35 x 10~6 x 773 = 
= 2,70 x 10"" (m°K) y X2T = 2,7 x 10~6 x 773 = 2,08 x io~3 
(m°K) . 
Para la tabla 1,4-1(b) 
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" " I . 1 1 
• o,ofco 
Jo 
y la energía que atraviese el material de sílice fundida 
f = 0,08 0,92 = 0,074 ; 7,4% de la energía total emití, 
da por el cuerpo negro a 500°C . 
b) Para 1000°C 
XiT = 0,35 x 10"6 1273 = 445 x lo"6 (m°K) X2T = 3437 x 10~' 
(m°K) , f = 0,369 x 0,339 = 34% . 
c) La radiación solar se puede considerar como cuerpo negro 
a T = 5796°K y X,T = 5796 x 0,35 x io-6 = 2028 x io~6 
(m°K) y \2T = 15649x 10"6 (m°K) , f = (0,972 - 0,0668)x 
x0,92 = 0,8327 = 84% . 
Ejimplc- 1,4-1(3) 
Dos cuerpos negros planos separados por un medio no absorben-
te se encuentran a temperaturas de 1000*Cy 100°C respectivamente. 
Calcular: 
a) La cantidad de calor que se intercambian por radiación. 
b) El coeficiente de transmisión de calor por radiación equi-
valente a un coeficiente de convección. 
c) Repetir los casos a) y b) cuando el cuerpo frío tiene tem-
peraturas de 200°C , 400CC , 800°C . 
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Solución: 
a) Por ser cuerpos negros con factores de forma unidad 
1
 = O (V-V) , 4,88 ID"8 ( W - 3««) = *.«• <°S(*J*¿S) 
b) 
c) 
(£\ = «.34 10«ASÍSL\ 
v /8o
° \YvWtJ 
1,4-2.- Radiación de cueipoi ¿6¿¿do6 gi.¿6e¿ 
El paso de la energía radiante a través de la materia se 
realiza con los fenómenos de absorción reflexión y transmisión. Si 
se considera la unidad de energía radiante, la fracción absorbida 
se denomina poden, de ab¿onc¿6n (a) , la fracción reflejada poden. 
ne.ile.ctoH. (p), y la transmitida (T) poden de t\an¿m¿¿¿6n 
<x +P+T = 4 (1) 
Cuando en un recinto hueco de un cuerpo sólido, se colocan 
distintos materiales de pequeñas dimensiones, y el conjunto se man 
tiene a temperatura constante, se adquiere el equilibrio térmico. 
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La energía radiante superficial que recibe cada uno de los materia 
les es la misma W . Si el poder de absorción de éstos es ai , 02 
...a . Se cumple: 
donde WSiaj , es la fracción de energía absorbida por el cuerpo 
l...n , y por existir equilibrio térmico, es también la energía ra-
diante W1S1...W S , desde los cuerpos l...n , es decir, en equi-
librio térmico, el poder de absorción tiene el mismo valor que el 
poder emisivo o emisividad (e) . Esta relación es conocida como 
ley de Kirchhoff. 
Para un cuerpo negro a = 1 , y por lo tanto, £ = 1 , T = 0 
p = 0 , es decir, se trata de un cuerpo ideal. En la naturaleza só-
lo existen cuerpos aproximados al cuerpo negro, entre ellos el ne-
gro de humo (a = 0,98) y negro de platino (a = 0,99) . 
En los cuerpos sólidos, el poder de absorción depende: del 
espectro de la energía radiante, de la naturaleza y temperatura del 
cuerpo que recibe la radiación, y la forma de la superficie; y aná-
logamente, el poder emisor depende: del espectro, y forma de la su-
perficie radiante. El poder de absorción se expresa como ai 2 don-
de el subíndice 1 se refiere a la temperatura del foco caliente y 
el 2 a la temperatura del receptor o foco frío. 
En la Fig. 1,4-1(b) se representa el poder emisor o emisivi-
dad en función de la longitud de onda para los pateriales Cu , Fe 
MgO, AI2O3 y vidrio. Como puede observarse, la emisividad depende 
de la longitud de onda, y en forma muy marcada, para valores infe-
riores a X = 4 x 10 m . La emisividad total se obtiene por inte-
gración en el intervalo de X que se considere. 
Por otra parte, en cuerpos de espesor superior a 2 nun hay 
que tener en cuenta la ecuación (1), debido a que la película en 
que tiene lugar la absorción de energía radiante, varía, desde 
_ 3 
10 mm para buenos conductores, a 2 mm para los no conductores. 
El poder reflector (ó) depende de las características de 
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«W + 
la superficie. Cuando en una ra 
diación monocromática, el ángu-
lo de incidencia es igual al re 
flejado, la superficie se deno-
mina tita o ie.gula.1, y cuando la 
radiación reflejada es difusa, 
la superficie se denomina tugó-
la. El poder reflector puede te 
ner un efecto más notable sobre 
la emisividad de un cuerpo, de-
bido a que, cuando la superfi-
cie no es plana, como sucede en 
la mayoría de los casos, exis-
ten cavidades donde los haces 
de energía radiante, se refle-
jan en las paredes continuameri 
te, aumentando el poder de absorción y disminuyendo p . Teniendo 
en cuenta que en equilibrio térmico el poder emisor o emisividad 
es igual al poder de absorción se cumple 
é + e = < 
y puesto que en cuerpos opacos T = 0 y p disminuye por las re-
flexiones en la cavidad, e aumenta, añadiendo además la posibili 
dad de que la radiación que se emite sea más difusa y se aproxime 
a la de un cuerpo negro. Este efecto se utiliza para lograr que ca 
vidades con elevada e puedan considerarse como cuerpos negros. 
La efectividad aumenta con la relación L/L , donde L es la 
e e 
distancia entre bordes de la cavidad, y L , su longitud de profun 
didad. Si el poder de emisión, a , es independiente de la longi-
tud de onda, el cuerpo se denomina g*-£¿ y se cumple ai 2 = E2 , 
donde e2 es la emisividad del cuerpo receptor. En general, exis-
ten pocos cuerpos que cumplen la condición de cuerpos grises, entre 
ellos están: el papel y el cuero que mantienen la constancia de 
entre 5 x 10~3 y 9 > 10~ m . 
De las consideraciones anteriores se desprende la necesidad 
de especificar, tanto como sea posible, el estado de las superfi-
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cíes. En muchas aplicaciones se consideran cuerpos grises y las 
emisibilidades o poder de absorción se obtienen por integración, 
mientras que en otros casos, hay que tener en cuenta las zonas 
donde la emisividad o absorción presentan variaciones acusadas. 
En el apéndice II se dan valores de e para distintos materiales. 
1.4-3. Tian&m¿¿4.6n de. CCLLOK poi ia.d¿a.c¿6n zntn.e. cueipoi gi-tie-A 
En los cuerpos grises se presentan fenómenos de reflexión 
y transmisión que complican el intercambio de energía radiante, y 
por ello, no resulta fácil hallar expresiones como las ecuaciones 
(1,4-2(1)) ó (1,4-2(2)). Una solución práctica es admitir, que 
los cuerpos son gi¿se¿, es decir, que la emisividad es independien 
te de la longitud de onda. Esta hipótesis es tanto más real cuanto 
mejor se logra corresponder las emisividades espectrales a una eirú 
sividad apañante, totat de cuerpo gris. 
Consideremos dos superficies grises planas y paralelas a 
temperaturas, Ti y T2 siendo T, > T2 , y emisividades z¡ y 
E 2 .El flujo térmico q/S que emite el foco 1 vale: 
fr-r* = VJ,+0-<) ^ - J M (i) 
S, Si 
donde 




Y la cantidad de calor que se intercambia, teniendo en cuenta las 
ecuaciones (1) y (2) 
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Por la ley de Kirchhoff 
q=A^_(T4-T24) (3) 
Para otras disposiciones geométricas, hay que considerar 
los factores de forma dados anteriormente. Así para dos superfi-
cies encerradas una dentro de otra: 
^ l- + éif4-íj (4) 
En la mayoría de los hornos, los focos térmicos se encuen-
tran rodeados de paredes refractarias, es decir, materiales que 
resisten las condiciones de funcionamiento; temperatura, atmósfera 
del horno, y tensiones térmicas. La existencia de estas paredes, 
complica los problemas de intercambio de calor por radiación, y 
una hipótesis simplificativa, es admitir, que las paredes refrac-
tarias permanecen a temperatura constante, y que el balance de in 
tercambio térmico en la superficie es nulo reflejando toda la 
energía radiante que reciben. 
Los factores de forma cumplen la ecuación 




F*. + ?niV -- " - + F„„» A 
donde F representa la radiación directa de los cuerpos que in-
tercambian energía más la reflejada por las paredes refractaria 
al cuerpo considerado. En el caso de dos cuerpos, 1 y 2 
?ft= F11 + F l 7FC z+ F,2í-02FBR + Fn.TB?V,fR + - - - - =*»*•* Sa|BSt 
F¡,= Vz, +feif2B_ 
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y s i son cuerpos gr i s e s : 
^ 1 
¿2 %¿i _ ?,xS.vJ, *(<-?*)*»*». 
S, 
= -A* ( V - T / J 
^ = ^ 5 , 6 (V-T*) (6) 
donde (F ¡ 2) G es el factor de forma para cuerpos grises en-
vueltos con paredes refractarias. 
Ejemplo.- 1,4-3(1) 
Se desea termostatar un recipiente a 100°C recubriendo 
las paredes con capas plateadas. La temperatura en ambiente ex-
terior es de 25°C . Calcular: 
a) Pérdidas de calor al exterior por unidad de superficie 
en funcifin del número de capas plateadas. 
b) Espesor de un aislante térmico de k = 0,037 (Kcal/hm°C) 
para las mismas pérdidas de calor que en el caso a) . 
Las dimensiones del recipiente son tales que pueden considerarse 
paredes planas y la emisividad normal total de la plata es de 0,02. 
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Solución: 
a) Las pérdidas de calor por convección al exterior y pa-
redes verticales puede tomarse h c - 0,139(At) ' (Kcal/hn?°C) 
. Pérdidas por convección 
. Pérdidas por radiación °* £ ( V - M 8*) 
. Pérdidas totales 
% - 0,\3fil (Te-2*8) 4-0,02. A ^ í l o " 8 (V~!M8*) (]¿e0\\ (1) 
Si se desprecia la conducción y convección a través de las capas 
plateadas, para dos capas 
s
 ft**,-') £ 
con una capa intermedia entre las dos anteriores 
3.Q c fe4-V) 
y para n capas intermedias 
S (|_^(n+*) ; (2) 
Igualando (1) y (2) 
O,t3t (Te-a«^-W + O.oz. A;96. 10-8(Te-**«•) = 4.8B.ÍO8(3^-T«*) 
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Obteniéndose el número de capas intermedias para valores dados de 
Te y por las ec. (1) 6 (2) las pérdidas de calor como se indica 
en la tabla adjunta, 
Te(°K) 311 300 
n 7 
f^N/kcatV 4,40 0,40 
1 = £CV*) 
s
 Ax ' 
303°K y 
300°K 
1,4-4. Radiación di ga¿e.¿, 
En los capítulos anteriores se ha considerado que la trans_ 
misi6n de calor por radiación entre cuerpos sólidos tiene lugar 
sin intervención del medio gaseoso que separa dichos cuerpos. Es-
ta hipótesis no es cierta, salvo en moléculas simples, y a tempe-
raturas no muy altas. La mayoría de los gases que se emplean en 
procesos industriales, emiten y absorben energía radiante en de-
terminadas zonas del espectro de frecuencias o longitudes de onda, 
por lo cual, hay que tener en cuenta no sólo la naturaleza del 
gassino también el espesor y densidad del medio gaseoso, por los 
efectos del poder transmisor. 





68 Ax = 0,96 m 
788 Ax = 3,42 m 
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pende del tipo de fenómeno que tiene lugar en la producción o 
absorción de un fotón. Si el fenómeno es una modificación del ni-
vel energético sin separación de cargas libres, se denomina transí, 
ción znlacz-znlacz, distinguiéndose los casos de átomos y de molé-
culas. En los átomos, los cambios energéticos producen líneas es-
pectrales con pequeña variación de frecuencia entre cada una de 
ellas. Estas lineas se extienden a las zonas de ultravioleta, vi-
sible y cerca del infrarrojo. En las moléculas poliatómicas se pro 
ducen además variaciones en los estados de vibración y rotación, 
que producen espectros en el infrarrojo, y extremo del infrarrojo. 
Cuando la energía del fotón es elevada, se produce el fenómeno en-
¿acz-íSn, es decir, la aparición de una carga, o el proceso ¿6n-e.n 
¿acz, que tiene lugar con desprendimiento de fotones. 
A temperaturas superiores a los 1000CK , los gases tienen 
algunos electrones e iones en estado libre, en número tanto mayor 
cuanto mayor es la temperatura. A temperaturas de 10e °K como 
son las que se alcanzan en la fusión nuclear, el medio es un plas-
ma completo con iones de átomos muy ligeros y electrones. El inter_ 
cambio de energía radiante, en este caso, se denonina partícula £-¿ 
bit-partícula, llbiz y pertenecen a éste tipo de cambios de ener-
gía, iones o electrones libres en un gas ionizado, fenómeno conocí 
do como BfLcmütlalung o efecto ciclotrónico, originado por el giro 
de partículas cargadas. 
En general no hay una diferencia neta entre los tres fenónu? 
nos mencionados sino zonas de transición, por ello, se producen 
bandas o zonas de emisión y absorción de energía radiante, forma-
das también por el hecho de que las energías de vibración son ma-
yores que las mínimas de rotación y aparecen simultáneamente. 
Los aspectos anteriores se complican más cuando existen 
llamas luminosas o partículas en suspensión, como sucede en los 
productos de combustión de los equipos que generan calor por trans 
formaciones químicas. 
Cuando un haz monocromático de energía radiante atraviesa 
una capa de espesor L de un gas, la variación de flujo de ener-
gía radiante vale 
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4& __ m, AA (l) 
donde m. es el coeficiente de absorción monocromático y 4>x= ?£-
Integrando la ecuación (1) resulta, 
4 \ = 4\.«*p(-*VkL) (2) 
Conocida como ley de Beer. A partir de la ecuación (2) se define 
el poder absorbente monocromático como 
y teniendo en cuenta la ley de Kirchhoff, ¿Xi-~ ^L 
Si se considera un elemento de volumen del gas dV radian 




e integrando a todo el volumen 
^ x = Am^VJx^V (5) 
y si por otra parte 
^ f e x V J ^ S
 (6) 
donde ¿^  es la emisividad monocromática semiesférica nedia de 




Donde AV/S se define, como el radio hidráulico del recinto que 
ocupa el gas y que recuerda otra expresión análoga en mecánica de 
fluidos. 
Por otra parte la emisividad de una semiesfera respecto a 
su centro vale, 
é>« *- txy C-™**"") * m v
 ( 8 
El cálculo de la emisividad respecto al centro resulta difícil pa-
ra recintos de geometrías complicadas. Experinentalmente se com-
prueba que si estos cuerpos se tratan cono una semiesfera de radio 
lo se cumple 
£> O) 
con un error 10% . A partir de la ecuación (8) se calcula ¿> , 
conocido m^ , y finalmente ¿"¿ . El valor lo está referido a 
las condiciones ideales es decir Pl_.-c¿ 0 , P es la presión del 
gas en el recinto. Para otros valores, del producto Pío , la lon-
gitud equivalente lo resulta menor que la obtenida con la ecua-
ción (8) y por ello para fines prácticos, se toma un valor le 
tal que cumple la relación 
^? = o,85 
Lo 
1 , 4 - 5 . Tn.an&m¿A¿6n de catoi pon xadiac-L6n íntit. un gaa y una &u-
pzit-b-Lcle. que ¿e. todia 




donde £ es la emisividad del gas a la temperatura Tg que se 
calcula por el método dado anteriormente, cx-a*. es el poder de 
absorción del gas a Tg y para las radiaciones procedentes de un 
cuerpo negro a temperatura Ts . Afortunadamente en muchas aplica 
ciones las emisividades son del orden de 0,8-0,9 y se puede uti^  
lizar la expresión 
donde 
&* a" 
Si el ángulo sólido bajo el cual se ve la masa gaseosa es pequeña, 
se cumple £c c¿ B* . 
1.5. Tn.anim.iiX.6n dz caíoi con moda un ieue o iA.muLtS.nioi di con-
ducción, convección y Ha.dia.ci6n. 
El intercambio de calor entre focos a distinta temperatura 
puede tener lugar a través de resistencias térmicas correspondien-
tes a los modos de conducción, convección y radiación. Sin excluir 
la posibilidad de transmisión de calor simultánea de dos o tres de 
éstos modos. Así por ejemplo, en el caso de calentamiento de un 
gas que circula por una tubería, si la temperatura de la superfi-
cie interior no es muy elevada, el modo principal de intercambio 
de calor es la convección, pero también intervienen la radiación y 
conducción, aunque en menor proporción. Cuando la temperatura se 
eleva, los fenómenos de radiación pueden ser importantes por ser 
función de la temperatura elevada a la cuarta potencia. En otros 
casos, los modos de transmisión se realizan en serie, y se puede 
hallar la resistencia térmica total en función de las resisten-
cias térmicas parciales. Como caso general consideramos los tres 
modos de transmisión de calor en serie 
\= %=%*=% (1) 
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donde q es el calor total (Kcal/h) y o , q las correspon-
dientes a: conducción, convección y radiación. Si se tiene en cuen 
ta la analogía entre los fenómenos térmicos y eléctricos se puede 
escribir 
^ Rt ' ^ ' BTC ' ^ " ^ ' ^ Rr, (2) 
donde R_ y R,^  son las resistencias térmicas de conducción y 
íc *cn „ . , 
convección, y Rjir está dada 
V A 
o expresiones equivalentes cuando se trate de cuerpos grises o si-
tuaciones complicadas. 
De (2) y (3) resulta, 
C t =R T c +C T c^ +pTr (4) 
y en forma análoga para convección, conducción y radiación simultá-
neamente o en paralelo 
Las ecuaciones (4) y (5) o las ecuaciones que pueden obtenerse con 
siderando distintas modos de transmisión de calor en serie, parale 
lo o serie-paralelo tienen la importancia de visualizar nlobalmen-
te el fenómeno de intercambio de calor. Se ha de tener en cuenta 
que son expresiones simplificadas, es decir, se admite la constan-
cia de las resistencias térmicas en función de la temperatura, lo 
cual puede ser más o menos aproximado, para la conducción y con-
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vección, pero cuando existe radiación, hay que hallar un valor de 
R«r,r poderado respecto al intervalo de temperaturas. 
Por otra parte, las ecuaciones anteriores permiten conocer 
cual de los modos de transmisión de calor hay que favorecer en ma-
yor proporción para obtener una suma de resistencias parciales de 
valor parecido. Cuando existe gran diferencia entre las resisten-
cias térmicas, la que tiene mayor valor es la que controla el pro-
ceso de transmisión de calor si el acoplamiento es en serie. 
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NOMENCLATURA DEL CAPITULO 1 
A Corriente eléctrica (Amperios), Sección recta (m2). 
C0 Velocidad de la luz en el vacio (2,98.1o1° m/s). 
F Factor de forma geométrico, sin dimensiones, F" , cuerpos 
grises. 
h Coeficiente de transmisión de calor (Kcal/hm2oC) , con 
subíndice r referido a radiación. Unidad de tiempo. 
h constante de Plank (6,62.10~27 erg.s). 
I Intensidad de radiación (Kcal/hm2) 
k conductividad térmica (Kcal/hm"C) 
kfi constante de Boltzmann (1,3804.10~23 J/°K) 
L Longitud 
Le Longitud equivalente 
m Coeficiente de observación; Subíndices: X monocromático; 
g gris; n negro; e equivalencia; g gas. 
R Resistencia; subíndices: e , eléctrica; T de conducción; 
' c 
T convección; r radiación. 
q Caudal de calor o energía térmica (Kcal/h). 
|| Flujo térmico (Kcal/hm2). 
S superficie, entropía. 
T Temperatura en sólidos (°C), absoluta (°K), (°R) escala 
Rankine, subíndice m , media logarítmica (°C). 
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t temperatura en fluidos (°C) 
W Flujo térmico emisión (Kcal/hn2) , subíndices: n , cuerpo 
negro; A longitud de onda; v frecuencia. 
a Poder de absorción. 
e Poder emisor. 
A Incremento 
X Longitud de onda 
v Frecuencia (c/X) 
p Poder reflector 
íí Ángulo sólido 
T Poder de transmisión 
c Constante de cuerpo negro, de Stefan-Boltzmann. (4,88.10" 
(Kcal/hm2°K")) 
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CAPITULO 2 
ECUACIONES GENERALES DE TRANSMISIÓN 
DE CALOR Y PROPIEDADES TÉRMICAS 
INTR0PUCCION 
En el Capitulo 1 se ha tratado los modos de transmisión de 
calor de conducción y convección desde un punto de vista fenómeno-
lógico e intuitivo. En este Capitulo se trata de considerar formal 
mente las ecuaciones que relacionan la distribución de los campos 
de temperatura en fluidos o sólidos, en reposo o movimiento. La ge_ 
neralización de las ecuaciones del campo de velocidades en un flui 
do puede extenderse a cuerpos sólidos sin más que considerar el 
cambio de la viscosidad por el módulo de rigidez, obteniéndose las 
ecuaciones de tensiones que combinadas con las deformaciones, per-
miten abordar los problemas de tensiones térmicas y en definitiva, 
la compatibilidad de los campos de temperaturas con los flujos tér 
micos que lleva implícitos la conocida ecuación de Fourier. Las 
ecuaciones de fluidos no newtonianos pueden obtenerse en forma ana 
loga. 
La simple comparación de las ecuaciones generales conduce a 
los grupos adimensionales y su interpretación, y el lector puede 
comparar sus ventajas y desventajas con el método del análisis di-
mensional. 
Las ecuaciones análogas entre transmisión de calor, difusión 
y campos eléctricos conducen cómodamente a la potencialidad de mé-
todos experimentales de los tres campos anteriores, así, cono las 
posibilidades de métodos de cálculo gráficos, analógicos y numéri-
cos. 
Los fenómenos térmicos de aplicaciones industriales se pue-
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den tratar aisladamente, pero resulta conveniente considerarlos, 
aunque sea brevemente, como subsistemas cuya importancia depende 
de cada caso particular. Este tipo de organización no menoscaba 
el orden clásico de los textos de transmisión de calor añadiendo 
una panorámica más amplia. 
En el tratamiento matemático de las ecuaciones, las situa-
ciones reales se expresan en forma lacónica como ecuaciones no li-
neales, pero la ingeniería necesita conocer en forma intuitiva y 
lógica la naturaleza de los fenómenos y su interpretación y, por 
ello, dado que en los fenómenos de conducción la conductividad té£ 
mica es una variable importante, se han desarrollado en forma bre-
ve los conceptos para predecir sus valores y variaciones con la 
temperatura, dando así una interpretación más racional a las ta-
blas de conductividades y otras propiedades que se incluyen en el 
Apéndice II. 
2.1. S6IH0& 
En los ejemplos del Capitulo 1 se ha visto la importancia 
y necesidad de conocer los campos de temperaturas que, desde un 
punto de vista ingenieril, se traduce en la cantidad de calor que 
se debe eliminar o aportar a un proceso, elección de materiales, y 
equipo que soporte en condiciones satisfactorias el campo de temp£ 
raturas creado por la presencia de focos o manantiales térmicos. 
En un medio isótropo donde el calor fluye normal a la su-
perficie en régimen estacionario se cumple la ecuación de Fourier, 
ltV_ i?^ (i) 
donde S es la superficie normal al eje x . El signo menos pone 
de manifiesto que el calor se transmite en el sentido de las tempe-
raturas decrecientes. Para flujos paralelos a los ejes Y y z 
se escribe: 
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(iU-feg i%\ Í 2 (2) 
y para los 3 e jes en notación v e c t o r i a l 
Í _ _ f e <Jra¿LT (3) 
Para conocer la distribución de temperatura en un cuerpo sólido 
que transmite calor por conducción consideremos un sólido ¿dial, 
es decir, con propiedades constantes tanto térmicas como mecánicas 
y sin que en su interior se genere calor por agentes externos o in 
temos. Si un elemento de volumen del sólido, dx , dy , dz Fig. 
2,l(a) se localiza en los ejes 
X,Y,Z de tal manera que la 
temperatura en las caras co-
rrespondientes a x = 0 , 
y = 0 , z = 0 es superior a 
la temperatura de las caras 
opuestas, se produce un flu-
jo térmico que .¿de.alme.nte., 
se puede descomponer en las 
direcciones perpendiculares 
a las caras del elemento di-
ferencial considerado, sin 
más que admitir superficies 
adiabáticas en caras para-
lelas a la dirección del flujo térmico que se considere. Asi, para 
el flujo térmico en la dirección del eje OX , las caras adiabáti-
cas son; En el plano XZ y = 0 e y = dy y en el plano XY 
z = 0 y z = dz . La cantidad de calor transmitida en cada direc-
ción cumple la ecuación (3) que aplicada a las caras opuestas y te 
niendo en cuenta que no hay generación de calor en el sólido y el 
régimen es estacionario, se obtienen las relaciones 
Fig. 2,l(a) 
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La suma de los términos de (4) prescindiendo del signo menos, condu 
ce a la conocida ecuación de Laplace 
J ^ S f 311 (5) 





donde A representa el operador de Laplace o Laplaciano 
-2_ + 2_
 + 2L y V el operador nabla 5 +2-4.2. 
-ax1 ?nx *7* 3* ^ T z 
Si se considera régimen no e.¿ta.c-¿onai-¿o, el campo de temp£ 
raturas es variable y se produce una acumulación de calor simultá-
neamente con la conducción. Si se admite que la variación de tempe 
ratura no es muy elevada, se sigue, que las propiedades del ele-
mento considerado no se alteran, y si además, el calor almacenado 
en el elemento se utiliza solamente en aumentar la temperatura, la 
cantidad total en el tiempo áx vale S ^ " % c donde £ e s 
la densidad del sólido, Q, calor especifico a presión constante y 
"C el tiempo. La suma de (4) en régimen no estacionario es 
2!l4.£r+?LT - i §J 
(8) 
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•donde oC es la difusividad térmica *^/\¿ expresada en (|"/h) 
o unidades equivalentes y representa la velocidad de acumulación de 
calor en un medio donde tiene lugar la conducción. Análogamente la 
ecuación de continuidad del flujo térmico puede escribirse en la 
forma 
ax an ot ' vt 
*1 
donde q'= 3-
Continuando con el elemento diferencial de la Fig. 2,1(a), 
si simultáneamente con la conducción se produce generación de ca-
lor en el sólido, por agentes externos o internos, en cantidad tal 
que no altera la constancia de las propiedades térmicas, a las 
ecuaciones (4) y (8), hay que añadir el calor generado por unidad 
de volumen Q expresado en (Kcal /
 mi\ o unidades equivalentes. 
Si el calor se produce en régimen estacionario. 
í r + ^ r + í i - i S - a do 
z>x* z>^ d-z1 QÍ w c y 
que suele indicarse en la bibliografía como ecuación de Poisson en 
régimen no estacionario. 
Las ecuaciones (5),(8) y (10) se han establecido para un 
sólido ideal y son casi siempre utilizadas para situaciones rea-
les, pero se debe tener en cuenta, las limitaciones que se derivan 
por la variación de las propiedades térmicas, tanto por la presen-
cia del campo de temperaturas, como por cambios estructurales de 
los materiales, debidos a fenómenos internos. La ecuación (10) en 
forma más general puede escribirse 
di) 
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donde k , k , k pueden ser funciones de la posición y de la 
temperatura, y por ello, en la ecuación (11) hay que tener en cuen-
ta su carácter no lineal. Si k es función de T pero no de la di^  
rección, aplicando el operador V se obtiene la ecuación 
feAT+¡^ggXíSHF* «rE-* 
Si la difusividad oC se admite constante, mientras que k , es fun 
ción de T , con el cambio de variable 
J © 
y s i 
4 U í T 
Bx~ "^ ar ' 'ax-fe.ax ' ^ feo ^1 ' ti-^tz 
la ecuación (11) toma la forma 
fek4sp*te *«= t
 (13) 
Para medios continuos no isótropos la ecuación (11) se transforma 
en 
* ^ ^ - < 5
 (14) 
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Las formas cilindricas y esféricas son fecuentes en muchas apli 
caciones por: menor espesor para una resistencia mecánica dada, y 
fácil fabricación en serie, y las ecuaciones anteriores, en coorde_ 
nadas rectangulares, se manejan con mayor comodidad en coordenadas 
cilindricas o esféricas. 
Coo>id¿na.da¿ c¿ítnd>i¿c.a.i¡ 
Haciendo ^rcxne ^ = T ^ G 
La ecuación (10) toma la forma 
57i+ r w f1 ae* t>r* c< ve te (15) 
En muchas aplicaciones T no depende del ángulo 9 y desaparece 
el término ^-^ y si además la dimensión z es grande la tran£ 
misión de calor es solamente radial y la ecuación (15) se trans-
forma en 
ar* Í Í T oCbr te
 (16) 
CooKdznddai e.¿{¡iKicai 
Haciendo X í r ^ e ^ . ^ r w*e «**v*f í r T C 6 5 S 
r e s u l t a l a ecuación 
tíS^SV-fe h^W^h SJ- iR-t d7) 
y si T no depende de ©.. y f se obtiene la ecuación simplifi-
cada 
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2 1 + 3,21 - i-lS-Q. ( 1 8 ) 
Tn-í r ar di. 1>T te 
Cond-ic-toneA de con-toino 
La solución de las ecuaciones anteriores exige el conoci-
miento de las condiciones en el medio y en la superficie. 
1) T. n¿c¿a.li&. En régimen no estacionario, hay que precisar la sitúa 
ción del cuerpo en el tiempo cero. Si la temperatura es constan-
te en todo el sólido esta condición se expresa T = XB para 
t = 0 y si es una función de la posición, se escribe,T=T„(y|^,%) 
en ~c-=o indicando con ello, que la solución del problema debe 
ser una expresión tal que, cuando el tiempo tienda a cero, se 
cumpla 
Cond¿c¿onz¿ en ¿a ¿upe-t^ -ccíe de ¿o¿ cueipoi 
a) A¿6 La.mA.znto 
No hay flujo térmico a través de la superficie y la ecua-
ción de Fourier conduce a /%X=° > si ^a superficie es normal 
al eje OX , y en general, 'a"%h= ° • Esta condición se corres 
ponde con un aislamiento térmico perfecto y, por lo tanto, es un 
caso limite de las situaciones reales. 
b) Vuxtapo&-Lc¿6n de ¿upei^ -ic-teA 
Si las superficies separan dos cuerpos 1 y 2 y la unión 
entre ellas es perfecta, se cumple 
%m%
 MR-MÍP ñj2 (19) 
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donde n es un elemento de superficie, normal al flujo térmico, 
y las temperaturas T, y Tx en la separación de medios, son 
iguales. La hipótesis anterior, se aplica frecuentemente a casos 
reales, como se verá más adelante, pero hay que tener en cuenta 
la dificultad de lograr una uni6n perfecta en cuerpos yuxtapues-
tos. La superficie de un sólido es siempre irregular, aun en el 
caso de superficies pulimentadas o lapeadas, y ésta irregulari-
dad, produce una unión por puntos o zonas con otra superficie 
análoga, y solo a estos puntos, se puede aplicar el criterio de 
igualdad de temperaturas. Normalmente, el medio que existe entre 
superficies reales yuxtapuestas produce una caída de temperatura 
equivalente, originada por la resistencia titímica de lo& contac-
tos. Esta resistencia térmica de contacto, llega a ser muy peque 
ña; en el caso de metales líquidos en contacto con superficies 
de cuerpos sólidos, en la deposición de capas metálicas por elec 
trólisis o destilación, y en uniones por soldadura. 
c) Supe^ í-tc-te a te.mpe.Katu.ia. determinada 
Frecuentemente son temperaturas constantes, o función de la 
presión y del tiempo. Este tipo de condiciones, son necesarias 
en la solución de las ecuaciones anteriores y suelen ser aproxi-
maciones de casos reales. Normalmente, estas condiciones pueden 
obtenerse en casos límites de otras condiciones de contorno, co-
mo sucede al admitir temperatura constante en la superficie, lo 
cual se cumple cuando el coeficiente de convección es muy eleva-
do, y el fluido que rodea al cuerpo sólido se mueve a una veloci_ 
dad también elevada. 
d) ftujoi tÍKmlcoi> determinados 
Pueden ser constantes o función de la posición y del tiempo. 
Si varios flujos térmicos concurren simultáneamente sobre una su 
perficie debe cumplirse 
1= \=-^& 
- 54 -
e) Supe^ -íc-te.* con convección o >ia.d¿a.e.-¿6n 
Cumplen las ecuaciones correspondientes a los fenómenos de 
convección o radiación y sustituyendo el flujo térmico en la su 
perficie se obtiene 
-Mffi^CVQ (20, 
donde T es la temperatura de la superficie y t la tempera^ 
tura del fluido y para radiación 
-
w lSH^e^ (21) 
donde V^0G es el factor de forma que incluye la emisividad 
de los cuerpos que intercambian calor por radiación. 
Las ecuaciones (20) y (21) pueden cumplirse simultáneamente 
en la superficie como un caso particular de la ecuación (19). 
Ejemplo.- 2-1(a) 
Un material de forma paralelepipédica con dimensiones L , 
L , L está a una temperatura T0 uniforme en toda su masa. En 
y * 
un tiempo muy corto, se introduce en una gran cantidad de fluido a 
temperatura T„ y con un coeficiente de convección solido-fluido 
h . Estudiar las ecuaciones y condiciones para los casos, siendo 
T„>t„ : 
a) Valores de h muy elevados en todas las caras; 
b) Valores de h moderados en todas las caras; 
c) El sólido se mantiene estando en el fluido de tal forma 
que una de las caras se encuentre en la condición b), y 
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las restantes caras en la condición a). 
Solución: 
Se admite que las propiedades térmicas del paralelepípedo 
son conocidas y que se pueden considerar constantes, con valores 
medios ponderados en el intervalo Tc-t 
a) La ecuación de conducción es del tipo Laplace con el término de 
régimen no estacionario. Si h es muy elevado, se puede admi-
tir que la superficie del sólido adquiere instantáneamente la 
temperatura del fluido t„ y las ecuaciones son: 
o¿X¿Lx 
Ti V£l + 2ÍU A- S para o ¿ H < U 
r>o 
con las condiciones 
o¿ x¿\_y 
"T="T0 en izco p a r a o ¿ ^ ¿ ^ 
o a ¿ l 2 
x=o X=U 
T"=to en X7,0 w ^=° ^ = U1 
X=0 7 = U 
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b) La ecuación diferencial y la primera condición se mantienen co-
mo en a) y la segunda condición es de la forma 
*iT=UT-t} en X-o -W¡F„Wt>*í **X=LX ^ ^ 
•ai" T>-L 
c) La ecuación diferencial es la misma que en a) 5 caras están 
con la segunda condición de a) y la cara que esta flotando 
donde h es el coeficiente de convección y radiación al am-
a 
biente y t la temperatura de éste. Si h — ? • cero, puede ad-
a a 
mitirse que la cara que flota está aislada puesto que ^ V.—?-cero. 
Ecuación di fcu.ii.tn. modificada. 
Los desarrollos de los últimos 20 años en los campos de 
aeronáutica y reactores nucleares, entre otros, han puesto de mani-
fiesto la anomalía de la ecuación de Fourier 
- R cyraiT
 = % - ct' 
(1) 
donde se admite que el mecanismo de transmisión de calor se estable 
ce instantáneamente, lo cual resulta difícil a distancias pequeñas 
o con tiempos breves. P.Vernotte y C.Cattaneo en 1956 propusieron 
una ecuación que tuviese en cuenta la inercia térmica, de la forma 
-tt^-'i'^l' (2) 
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siendo ~E* una constante de tiempo muy pequeña que, en el caso de 
gases, es del orden de magnitud de algunos caminos libres medios. 
Si la ecuación (2) se introduce en la ecuación en régimen no esta-
cionario considerando solamente la dirección x , se tiene a par-
tir de (1) 
que sustituyendo en (2) 
-kí!j^§íl (4) 
ax1- a* 2rxax 
y si - I ^ S ^ & a r resulta 
fe £l_t*??t -51= o (5) 
La ecuación (5) es del tipo hÁ.pz>ib6L.icQ, frecuente en el estudio,de 
ondas y que denominaremos ecuación modificada de foun.ie.1. En la ma-
yor parte de los casos, T* es despreciable, y la ecuación (5) se 
transforma en la conocida ecuación pa.Ka.b6tica. 
a**- « 5r l6) 
cuando "c* no es despreciable, como sucede, al establecerse un cam 
po térmico en la superficie donde pueden producirse tensiones ténai 
cas elevadas, o fenómenos de nucleación rápida, es importante consí 
derar la solución de la ecuación (5). Así, en el estudio de un hipo 
tético accidente en un reactor nuclear con contacto rápido entre 
UOj. y sodio fundido, la temperatura en la interfase es de 1400°C 
con la ecuación (6) y de 2600°C con la ecuación modificada (5) . 
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La ecuación (5) puede e s c r i b i r s e en notación v e c t o r i a l 
.,2,. __ \ VX
 Aa*T r o 2 T - - i - — -VS» (7) 
donde c^= /c* representa la velocidad de propagación de on-
das térmicas, análoga, a la ecuación movimiento de ondas en elec-
tricidad. La idea de propagación térmica por ondas, fue considera 
da por Maxwell y modernamente, los fundamentos básicos han sido 
revisados por Bubnov y Luikov (véase bibliografía). 
2.2. Tlu¿do& 
La existencia de focos o flujos térmicos en la masa de un 
fluido, crea un campo de temperaturas, y el calor se transmite, 
por conducción y por convección. La proporción de cada uno de es-
tos modos de transmisión del calor esta regida, por las propieda 
des térmicas del fluido para la conducción, y del campo de veloci-
dad, creado por cambios de densidad o por fuerzas externas, para 
la convección. Cuando la velocidad es baja, y la conductividad 
térmica del fluido es elevada, puede predominar la conducción, co 
mo sucede con metales líquidos cuya conductividad térmica es del 
orden de 8-10 ÍKcal/hm°C), comparable a la de los metales no muy 
conductores en estado sólido, hierro, aceros y otras aleaciones. 
En general, las ecuaciones de distribución de temperaturas 
en fluidos son más complicadas que en el caso de sólidos, debido, 
por una parte, a la existencia de un campo de velocidades, y por 
otra parte, por la generación de calor dentro del propio fluido 
por fenómenos de fricción, relacionados, con el campo de velocida 
des, y con las propiedades físicas del fluido. 
a) Ecu.ac-i.6n de. movi.mZe.nto de. un (¡luido 
Consideremos un elemento diferencial dx , dy , dz , Fig. 
2,2 (a) con una velocidad V y densidad f en el origen. Las va-
riaciones de velocidad según los ejes OX , OY OZ pueden escribir 
- 59 -
se de la forma 
(1) 
En la ecuación (1) se hace hincapié en 
la naturaleza ve.ctcu.al de las veloci-
dades que por comodidad, no se incluye 
en la notación. Análogamente para las 
variaciones de densidad se obtiene 
Fig. 2,2(a) 
un balance de materia aplicado al eje X 
?>x v* -at 
y para los t r e s e jes y poniendo notación v e c t o r i a l 




En régimen estacionario Í W ( Q V ) = O y para un fluido incom-
presible div V = 0 . La ecuación (2) se denomina de continuidad. 
El movimiento del fluido se realiza con desplazamiento de 
unas partes sobre otras produciéndose tensiones entre las partes 
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del fluido que tienen distintas velocidades. El fenómeno es análogo 
al que tiene lugar en un sólido que se encuentra sometido a una ten 
sión. Si la cara superior Fig. 2,2(b) tiene una tensión Cxf y la 
inferior se mantiene rígida, se 
produce una deformación que pue 
de expresarse 
C, W4* (3) 
donde e' es el módulo de rig¿ 
dez. En el caso de fluido multo^ 
n-Cano y régimen ¿am¿naK la ten-
sión es proporcional a la velo-
cidad de deformación 




"" d i 
^ 
Fig. 2.2(c) 
La mayoría de gases y líquidos se tratan como si fuesen newtonianos 
y la constante u se conoce como viscosidad con dimensiones (k:J/m.k) 
o sus equivalencias. 
En las caras del elemento de fluido considerado anteriormen 
te se producen las tensiones normales S** -¡ 6^, 62* y tensiones 
cortantes, 6*^6,»; 6*^6^- 6^,6*,, 
Para obtener la ecuación de un fluido en régimen laminar, 
con efecto viscoso, se aplica la segunda ley de Newton al elemento 
anterior: las fuerzas de inercia son iguales a las fuerzas externas 
que actúan sobre el sistema. Las fuerzas se inercia tienen por ex-
presión m °-%x. donde m es la masa del elemento y las fuerzas 
externas son las originadas por las fuerzas viscosas y por el campo 




3 6 , -Z)ST 
<it a " " U* 5T " ^ 
( 5 ) 
Por otra parte el elemento vale 
(6) 
con expresiones análogas para los ejes y , z . 
El término (a) corresponde a una deformación lineal pura, 
el término (b) a una distorsión (b) y el término (c) a una rotación 
instantánea, Fig. 2,2(c),(d)y(e), en el plano x, y. La relación en-
tre velocidades de deformación y tensiones es la viscosidad, ecua-
ción (4) y el término (c) es equivalente a tensiones de la forma 
6X-Z-62X , c*y- G>)x y &z>t~s>\T. y el momento de estas tensio-
nes respecto al eje normal al centro de coordenadas del elemento, 
es igual al eje normal al centro de coordenadas del elemento, e 
igual al momento de inercia y se cumple 
<r„- s z x Ax A 7 fe = s d AU Í A2 ( i * ^ (7) 
y si la aceleración angular o|-»o ^xz zx 
nos (b) 
y por los térmi-
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(o) 
La relación entre tensiones normales y velocidades de deformacio-
nes, se expresa, para el eje x 
** "TIX ^DX "SM ^ / (9) 
El término (a) es una deformación pura y el término (b) es de-
formación de volumen, con el factor de proporcionalidad A . El 
término -P se corresponde con el equilibrio entre la presión ex-
terna P y la interna -P . 
En notación vectorial, la ecuación (9) puede escribirse 
para los tres ejes 
Gyy + ©n.,+ 6M. = -3P+(2-u.+3»X) <l¿j-(gu)=-3V+C4i+*X)M. (10) 
y si ?£=o * = -VS 
Finalmente sustituyendo las ecuación (8) y (10) en (5) 
g 4 ^ = g P - ^ r a i P
 +pV1V + )±_ OfcaÁ. í»rV 2^.= « - - ^ C L a - r TJA . . -r - ufcu*. a^j v
 { 1 1 ) 
La ecuación (11) se conoce como ecuación de Navier-Stokes. Si el 
fluido es incompresible div V = 0 y 
S ^ S F - ^ r - ^ w
 ( 12 ) 
- 63 -
Si el fluido es ideal y no existen efectos viscosos 
dLT T (13) 
La expresión (13) se conoce como ecuación de Euler. 
b) Ecuación de inen.gí.0. di tin {¡laido idia.1 
Las ecuaciones anteriores dan la distribución del campo de 
velocidades en un fluido viscoso en régimen laminar, y nuestro ob 
jetivo es, conocer el campo de distribución de temperaturas aso-
ciado al campo de velocidades. Para ello, consideremos primero el 
caso de un fluido ideal, es decir, que no existan fenómenos visco 
sos, ni generación de calor dentro del fluido, y que el movimien-
to tiene lugar en condiciones adiabáticas. La variación de ener-
gla, se emplea en modificar la energía interna, y energía cinéti-
ca, y para la unidad de volumen de fluido puede escribirse 
.¿&9v**,»0-fc(*S*>4^ U4) 
}x(\^--^&^'% 
y por la ecuación de continuidad (2) y la ecuación (13) de fluido 
ideal sin término F 
y si se tienen en cuenta las relaciones termodinámicas 
¿£¿y > ¿iS eJT5"?>r £ "Sx # + * Bt
 (16) 
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y por el cálculo vectorial 
En régimen adiabático .?i.=o Y grad S = 0 y 
(17) 
(18) 
£ (i§vHsu) =- <^ -[C9uX^ vi+v4)l 
¡ ¿ a ^ " - ; - L~-'VZ- r-vj
 (19) 
c) £cuac¿6n de. energía de un {¡Imido HZOLÍ 
La energía de movimiento en un fluido real se modifica a 
la ecuación (19) de un fluido ideal por los efectos térmicos de 
las fuerzas viscosas, y por la transmisión de calor por conduc-
ción debido al campo de temperatura que crean los efectos térmi 
eos 
¿ ^ V q u ^ - ^ u X i vHHVE^-W^^-r]- AUrE^
 (20) 
donde ECL. representa la energía de compresión y por la ecuación 
(18) 
§T(^L -V-U 'VTOASV JUr fe c^roJ-T +t!b 
(21) 
donde tt es la energía de fricción, si 
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(21) 
^ = • ¿ • 3 * " ^ 
Comparando la ecuación (22) con la ecuación 2,1(10) se observa 
la modificación del campo de temperaturas en un fluido respecto 
a un cuerpo sólido. La ecuación (22) se escribe frecuentemente 
d Xx §Cp te (23) 
donde ^%.t se conoce como derivación sustantiva, para indicar, que 
el cambio de una variable (velocidad, presión, temperatura o densi^ 
dad) en un fluido en movimiento, es el resultado de variación en 
el tiempo y variación de desplazamiento del elemento considerado, 
de un punto a otro. Así para el cambio respecto a T 
El término E-'b correspondiente a la energía de fricción de la ecua 
ción (22) y referida a la unidad de volumen, y se obtiene a partir 
de las ecuaciones (10) y (11). Si la expresión de la variación de 
energía es Cxx3^5¿x para el término de tensión normal o%x. y ex 
presiones análogas, para los restantes términos se puede escribir 
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^ = -
 V «tur M + * h(y v?-%c*^^x 
y eliminando el término de compresión —^ >*i*rv ya considerada en la 
ec.(20) resulta 
¿=^v^-^vy^^ + ^ + ( |^ + ^H#^T' l (25, 
La ecuación (11) de Navier Stokes es válida para régimen turbulen-
to y fluidos newtonianos introduciendo un campo de velocidades 
V = V f V , donde V es una velocidad media integrada en el tiem 
po X , y V las fluctuaciones sobre la velocidad V , y la ecua 
ci6n (11) sin término F se escribe 
§ J£=- o^oJ-V^
 YV\^I)- 0-^(^0-^^) (25) 
los términos que representan las tensiones en el fluido debidas a 
fluctuaciones turbulentas se conocen como fuerzas de Reynolds. 
2.3. Teniionei tílm-Lcai 
La transmisión de calor por conducción a través de materia-
les tiene como característica, la existencia de un campo de tempe-
ratura impuesto por los focos o flujos térmicos, y condicionado; 
por la forma geométrica, y propiedades térmicas de los materiales. 
Los focos o flujos térmicos que se manejan en procesos industria-
les, no pueden ser ilimitados, porque los campos de temperaturas 
llegarían a ser incompatibles con los materiales a través de los 
cuales pasa calor. Asi, una resistencia eléctrica, está limitada 
en la corriente elsctrica que puede pasar a traves de ella, por la 
temperatura que puede soportar el material. En el lfmite, esta tern 
peratura serXa el punto de fusidn. Este simple hecho, indica, que 
la cantidad de calor mdxima que el hombre puede manejar, estS limL 
tado por 10s materiales. Un reactor nuclear por ejemplo, da tanta 
energZa como disponga el combustible y la potencia de funcionamien 
to, la impone un flujo termico, compatible con 10s materiales del 
reactor, y en las condiciones, ambientales de funcionamiento. Los 
criterios de flujos tdrmicos mdximos, estdn limitados, para cual- 
quier efecto termico que lleve, a1 proceso, o cualquiera de 10s 
componentes del equipo, a una situacidn no deseable, inmediata o 
futura, transitoria o estacionaria. 
Los materiales deben soportar tensiones originadas por fenc 
menos ffsico-qufmicos externos o internos: 1) Presiones; 2) Gra- 
dientes de temperatura ; 3) Generacidn de calor; 4) Temperaturas 
transitorias; 5) Expansiones y contracciones; 6) Ataques qufmicos 
o partlculas y radiaciones; a la superficie o el interior del mate 
rial; 7) Vibraciones mecdnicas etc. 
Las tensiones tdrrnicas se producen: a) Por resistencia de un 
elemento estructural o contfnuo a expansiones o contracciones debi- 
do a un gradiente de temperatura. b) Resistencia del contorno de- 
una estructura o contfnuo, con ligaduras, durante el calentamiento 
o enfriamiento uniforme o no uniforme. Frecuentemente se dan las 
situaciones a) y b). 
El origen de las tensiones termicas no es una fuerza externa 
sino una resistencia interna y por ello, se denominan tensiones de 
deformacibn. El andlisis termoeldstico cldsico de tensiones tgrmi- 
cas, se basa en admitir: deformaciones instantdneas, lineales, inde 
pendientes del tiempo, y comportamiento reversible del material. Su 
tratamiento se hace por la teorfa de la elasticidad, la cual define 
el campo de tensiones y pequeiios alargamientos, en funci6n de car- 
gas y condiciones externas. Con este criterio, el campo de tensio- 
nes, Fig.2,3(a), en un sdlido, es andLogo a1 campo de tensiones en 
un fluido no newtoniano, y las condiciones de equilibrio, se expre 
san por una ecuacibn, andloga a la ecuacidn 2,2(5). La diferencia 
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conceptual es que en el sólido las tensiones se originan por defor 
maciones y en los fluidos viscosos por variación de las velocida-
des 
5S« . ®Sía * ^ = - V y 
5* **i ** 
•36»-; a6^ . agg = - V , 
•2S*_z . c^f^z
 + o6zz--*Z 
(1) 
Fig. 2,3(a) 
Las ecuaciones (1) son las de equilibrio en un punto cualquiera 
del sólido, siendo F^
 ; f y vr , las componentes de las fuerza 
del cuerpo F . De ésta condición de equilibrio, se obtiene análo-
gamente a la ecuación para fluidos 3,2 (7),6)i,= 6 v j 6zi = 6«tx« 6"xz= 6?* 




ejes x y , z . 
son los desplazamientos segün los 
La solución de la ecuación (1) exige, no solo, las condicio-
nes de contorno, sino también la compatibilidad entre las ecuacio-
nes <1) y (2). Derivando con respecto a los ejes los componentes de 
las deformaciones se tiene: 
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2. yg¿a . efe*» • a'e... . . . 
•2 ?!£*? = &ÉH + a 32 3x &X1 "3 
En un medio continuo sin ligaduras e isótropo, el cambio de tempe-
ratura en un elemento de volumen solo produce las deformaciones 
6*x= e^ •=. Cjj — X (T*-**) donde A es el coeficiente de expansión 
térmico lineal, y Cy?= 6^z= 5» = o e n expansiones compati-
bles con la continuidad del medio. La ecuación (3) se transforma 
en 
7>«H -b-zJ
 ( 4 ) 
íx1 ^ 2 
De las consideraciones anteriores se desprende que, en un sólido 
isótropo sin ligaduras y A independiente no existen tensiones 
térmicas. 
Ritac^onzi tzn¿¿one.¿ -de.ío*.mac¿one.i 
Las deformaciones en un sólido con variaciones de temperatu 
ra se componen de dos partes: una elástica, propia del sistema, 
sin gradientes de temperatura, y otra por las deformaciones princi_ 
pales de estos gradientes. Las expresiones de las tensiones prin-
cipales para la segunda parte son: 
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^-%£ e - = ^ ^ - f t 
donde V= V3C6*/+6^ +6zí) ; E es el módulo de Young; G 
m6dulo de esfuerzo cortante; •>  , módulo de Poisson y K el módu 
lo de volumen = -tiV ( 6,.„+€>,,.+ 6T¿\ G = - E _ _ 
Si las deformaciones originadas por cambio de temperatura 
pueden expresarse por Gu. — CU.X(T-"T¿) , sustituyendo este va-
lor en la ecuación (5) se tiene 
Vc(ÍOt-Í)XCt-T^s3V 
(6) 
obteniéndose los valores de las tensiones 
* CT-^CCti-iÍe»> vc*XT^tcu-5 V-xx-z iq 
con l igaduras completas se cumple Cli— ° 
(7) 
_ y \rT.T.)--E>(yO 
A-1v» (8) 
y sin ligaduras Cj£= A ov¿—o 
La ecuación (8) da, las tensiones máximas que pueden produ-
cirse por un aumento de T en cualquier volumen del sólido con 
ligaduras máximas en los contornos del cuerpo. 
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Para las tensiones en el contorno del cuerpo por efecto de 
un aumento de T , la continuidad entre los elementos del sólido 
se necesitan aplicar una presión, P=-i *2_6i; - k 7. Cv-"r«>) a cada 
elemento y en la superficie del contorno debe cumplir la condición 
de equilibrio y las condiciones del contorno, y por la ecuación 
(1), teniendo en cuenta que las tensiones cortantes son cero, se 
cumple 
^ K A g , V*"*?J> *="*& (9) 
A partir de la ecuación (1), y de las ecuaciones (8) y (9), 
se llega a la conclusión que los campos de deformaciones y tensio-
nes en un cuerpo que además presenta deformaciones y tensiones té£ 
micas, es equivalente a un cuerpo sin tensiones de deformaciones 
térmicas que tuviese unas fuerzas de volumen y superficiales adi 
cionales, correspondientes a las ecuaciones (8) y (9). 
Los criterios y ecuaciones anteriores responden al caso de 
un sólido ideal y, aunque se aplican anteriormente en el diseño de 
equipo térmico, hay que tener en cuenta sus limitaciones, especia^ 
mente a elevadas o bajas temperaturas. Las deformaciones de los 
cuerpos son del tipo visco-plástico, elástico, frágil,en el orden 
decreciente de temperaturas. Las constantes mecánicas, G , E y 
el coeficiente de viscosidad,son funciones de la temperatura, y 
los materiales no se comportan como elásticos. Las deformaciones 
son no lineales, dando origen a ecuaciones diferenciales más com-
plicadas, cuya solución, exige cálculo numérico, al igual que suce 
de con las ecuaciones de transmisión de calor por conducción a 
través de cuerpos con propiedades térmicas no lineales. Por ello, 
el campo de tensiones térmicas .se complica en el doble aspecto: 
tensiones, deformaciones, y temperaturas. 
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2.4. Ecaac¿one.i a.dlne.niiona.lzi y giupoi a.d¿me.n¿¿ona¿e.¿ en t'ianém^ 
&¿6n del catón. 
Los grupos adimensionales son muy empleados en los fenóme-
nos térmicos por su utilidad práctica. Estos grupos, pueden obte-
nerse por consideraciones simples de las ecuaciones diferenciales 
o por análisis dimensional. Consideremos la ecuación diferencial 
de transmisión de calor por conducción en un fluido en régimen no 
estacionario y sin generación de calor. De acuerdo con la ecua-
ción 2,2(22) puede escribirse: 
Dos sistemas 1 y 2 son ie.mzja.ntto, si para la misma clase de 
fenómenos, la solución de la ecuación correspondiente es la misma. 
Aplicando la ecuación (1) a dichos sistemas se tiene 
íh
 + 23.. +2£i = 2L. i +(^,2L +v, w, Wi «L^ i (2) 
57?+5tf+«r^dx V ** ^ M l M l (3) 
Si se impone a las distintas variables de las ecuaciones (2) y (3) 
los criterios de semejanza, debe cumplirse: 
a) Semejanza geométrica 
a-wu 
b) Semejanza del campo de velocidades 
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(5) 
c) Semejanza del campo de temperaturas 
— - >o 
d) Semejanza de difusividades térmicas 
(6) 
di - d. 
<*2 (7) 
e) Tiempos correspondientes 
±1- t 
f) Semejanza térmica en las condiciones de contorno. Si en la su-
perficie se cumple - k(3I\ =Vv("Y-V) resulta 
fe=fe, V = ^ > (8) 
Si las expresiones (4), (5),(6),(7)y(8) se sustituyen en la ecua-
ción (2) resulta 
Para que la ecuación (9) sea la ecuación (3) debe cumplirse 




y por las relaciones anteriores (4) , (5),(6),(7),(8) en general 
V.L.-^U-Pe 
d, di
 ( 1 4 ) 
(15) 
donde ro , Bt , NJu. , son módulos o números adimensionales co 
nocidos como Fourier, Peclet y Nusselt, respectivamente, en honor a 
sus descubridores. En algunos textos y publicaciones *Ju. se desi£ 
na por B¡ (número de Biot), cuando se trata de sólidos. 
A partir de las ecuaciones diferenciales se obtiene el sig-
nificado físico de los grupos adimensionales. El número fo repre 
senta la relación entre la energía térmica que se acumula en un 
cuerpo a la energía que se transmite por conducción. El número de 
Nusselt representa la relación de resistencia térmicas por convec-
ción a resistencia térmica por conducción. El número de Peclet pro-
viene de la ecuación de movimiento de un fluido con la ecuación de 
energía y puede escribirse 
?e=«.Vf = VJLL Hgr (16) 
Donde £e es el número de Reynolds, que representa, la relación de 
fuerzas de inercia a fuerzas viscosas, y P<- es el número de 
- 75 -
el número de Prandtl, que define la relación entre la viscosidad 
cinemática }*•/$> la difusividad térmica oL cuando se cumple 
(^•r y/g , los campos de distribución de temperatura y velocidades 
son unítogoi, y el espesor de las películas controlantes de los 
respectivos fenómenos es el mismo. 
La igualdad de los números adimensionales anteriores, defi^ 
nen la condición de semejanza de los fenómenos térmicos del caso 
considerado, que se expresa por la ecuación 
N^FC^^FO,^) (17) 
En régimen estacionario, no interviene el número Fe y la expre-
sión (17) vale 
Nlu= F,(Eej?-0 (18) 
Obsérvese, que los grupos adimensionales, se obtienen cómodamente 
a partir de las ecuaciones diferenciales, sin necesidad de inte-
grar éstas, pero debe tenerse en cuenta los limites de validez im 
puestos por las condiciones de semejanza. 
La semejanza entre fenómenos puede extrapolarse por medio 
del análisis dimensional para casos complejos, bien por configura 
ciones geométricas complicadas, o bien por la dificultad de des-
cribir los fenómenos por medio de ecuaciones diferenciales apropia 
das. Es conocida la fecundidad de los grupos adimensionales en los 
cálculos de ingeniería, pero se insiste en un análisis cuidadoso 
antes de la aplicación de estos grupos, considerando,la identidad 
de los fenómenos, la omisión de posibles variables, y los limites 
de validez de los grupos que se utilizan. A titulo de ejemplo, con 
sideremos la aplicación del análisis dimensional a los fenómenos 
de tranmisión de calor por convección natural sin cambio de fase. 
Las variables que intervienen en el fenómeno son: 
1) h = coeficiente de transmisión de calor (Kcal/hm2°C). 
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2) L = longitud característica (m) 







g = aceleración de la gravedad (m/h2) 
k = conductividad térmica del fluido (Kcal/hm°C) 
y = viscosidad del fluido (kg/mii,) 
C = calor especifico del fluido (Kcal/kg°C) 
6 = coeficiente de expansión térmica (1/°C) 
p = densidad del fluido (kg/m3). 
El teorema fundamental del análisis dimensional impone, que 
el número de grupos que se pueden obtener, es el número de varia-
bles independientes del sistema menos el número de unidades funda-
mentales. En nuestro caso 9 variables y 5 unidades fundamenta-
les (calor, temperatura, masa, longitud, tiempo). La ecuación im-
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que conduce a las ecuaciones 
Si se impone la condicidn QI= a3=dLq=Q?= \ resulta a s  =-2  
a,=\, + - - , , ~ ~ = \ , ~ 4 2 , y  10s 4 grupos adimensionales son 
Agrupando V3.xq, Gr (nhero de Grashof) puede escribirse 
La ecuacidn (24) puede obtenerse con 10s mismos resultados a par- 
tir de las ecuaciones diferenciales. ObsCrvese que por anfilisis 
dimensional no se obtiene la interpretacidn fenomenoldgica de lcs 
grupos adimensionales. A partir de datos experimentales la ecua- 
cidn (24) toma la forma explfcita 
C depende de la configuraci6n geomdtrica y m permanece a p n o x i -  
madamcnte constante para un interval0 de, Grpr . ~ s l  , o 4 6 r  ?r \om' 
m = 0 . En rdgimen laminar rn- 0,251 y en regimen turbulent0 m = 0,33 





































































2.5. Ecuaciones anatógicai y ana.togía.6 
En el apartado anterior, se han definido como ecuaciones se 
me jantes, aquellas que describen fenómenos de la misma clase, for-
ma y contenido. Las ecuaciones que presentan las mismas soluciones 
de fenómenos distintos se conocen como ecuaciones a.na.¿6g¿ca.i. Con-
sideremos la ecuación de transmisión de calor por conducción en ré_ 
gimen estacionario y sin generación de calor, obtenido en el apar-
tado 2.1, y conocida como ecuación de Laplace 
Si en un sólido de dimensiones determinadas, y propiedades térmi-
cas constantes, se fijan las condiciones de contorno por temperatu 
ras Ti y T2 en la superficie del sólido, la aplicación de la 
ecuación (1), determina la distribución de temperaturas. Si en lu-
gar del fenómeno de conducción, se considera el mismo sólido con 
el fenómeno de difusión de una sustancia, con las condiciones de 
contorno anteriores sustituidas por concentraciones C, y C2 la 





3X* ?V ?>7? (2) 
La solución de (2) da la distribución de concentraciones dentro 
del sólido y es la misma que en el caso de la ecuación (1) con una 
constante de proporcionalidad que relaciona temperaturas y coticen 
traciones. La conclusión es, que pueden obtenerse soluciones de 
problemas de difusión, por estudio de problemas térmicos, y reci-
procamente. En la bibliografía es frecuente hallar casos obteni-
dos por este procedimiento. La naturaleza escalar de los campos de 
temperatura y concentraciones, hace que la analogía sea casi com-
pleta. Las diferencias provienen de la variación de las propiedades 
térmicas y de difusión, obteniéndose en casos reales e.cua.cÁ.one.6 no 
linialti que deben resolverse con métodos de aproximación, transfo£ 
maciones o cálculo numérico. 
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Los campos de velocidades y campos eléctricos responden tañí 
bien a la ecuación de Laplace y las ecuaciones correspondientes 
son an&logai, obteniéndose soluciones a partir de los fenómenos 
que sean más convenientes, bien porque existen soluciones desarro-
lladas, o bien porque se pueden preparar experiencias con mayor fa 
cilidad y economía en un campo análogo al campo problema. Así, es 
bien conocida la analogía térmica-eléctrica en el estudio de la 
transmisión de calor por conducción en régimen estacionario con 
cuerpos de configuraciones geométricas complicadas. Si se conside-
ra una sección recta, se puede construir una red de resistencias 
eléctricas equivalentes a la resistencia térmica del medio por las 
ecuaciones l,2(3)y(4), las temperaturas de las superficies de con-
torno son equivalentes a potenciales eléctricos en los extremos de 
la malla de resistencia. Los potenciales en cada punto, se miden 
por métodos potenciométricos y por la analogía se transforman en 
campos de temperatura. Las mallas de resistencias pueden hacerse 
continuas utilizando papel de resistencia eléctrica conocida (Tele 
deltos) o por un electrolito. En régimen no estacionario, el ele-
mento eléctrico equivalente es el condensador. La generación de ca 
lor puede hacerse con manantiales eléctricos en los puntos o nodos 
del sistema en forma uniforme o no uniforme. 
Los ejemplos anteriores de analogía eléctrica, son las ba-
ses elementales de las máquinas u ordenadores analógicos desarro-
llados durante los últimos 20 años. 
Si se extiende la analogía de las ecuaciones (1) y (2) al 
caso de un fluido en movimiento en régimen no estacionario y se 
admite la hipótesis de generación de calor despreciable por efec-
to de las fuerzas viscosas, se puede escribir para la difusión la 
ecuación equivalente a 2,2(22) 
•dlC .-¡fe . ? ^ _ 1 <£* Í-ÍVL3C
 + V „ 2 Í +v/2ac\ (3) 
donde t) es el coeficiente de difusión que se expresa en las mis-
mas unidades H-/vJ) que la difusividad térmica o(, . La ecuación 
(3) es general para los fenómenos de difusión siempre y cuando se 
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consideren las concentraciones y D correspondientes al componente 
que se difunde en una mezcla de n componentes y variación de con-
centraciones en régimen laminar o turbulento. 
La ecuación (3) puede estudiarse desde el punto de vista 
adimensional como se ha hecho en el apartado 2,4 obteniéndose la re 
lación adimensional 
Sk= FCPeJ) = F(R»Sc) (4) 
donde Sh e s e l número de Sherwood, análogo a l numero de N u s s e l pa 
ra c a l o r 
ÍKlA n o l e s Sh = V^J,(K-coeficiente de transferencia de materia, ) 
D /
 m2h (unidad de cene.) 
VL 
Pe = numero de Peclet para transferencia de materia (—) 
m
 D 
S = número de Schmidt {—) análogo al número de Prandtl para calor. 
La ecuación (3) y sus ecuaciones análogas en transmisión de 
calor y movimiento de fluidos son conocidas como ecuac¿one¿ geneAa-
¿z¿ de iiar.ipoite. y deben cumplirse simultáneamente en los casos de 
coexistencia de fenómenos térmicos y de difusión en un fluido en mo 
vimiento. 
Las ecuaciones anteriores se corresponden con la ecuación 
2,2(22) de transmisión de calor con generación interna cuando se 
tiene en cuenta la energía térmica generada por fricción o, en un 
espectro más amplio, el campo de los reactores químicos, donde los 
cuerpos reaccionantes se difunden a través de gases, líquidos, o 
sólidos, dando productos que también se difunden, y, simultáneamen-
te se genera o absorbe calor para que tenga lugar la reacción o 
reacciones posibles. La velocidad de generación o absorción de ca-
lor esta relacionada con la cinética de la reacción y se expresa en 
forma general por 
Q, = (-T»*) AH = \u f Ce) e*f,(- tíg) • AH 
(5) 
- 83 -
donde (-Y*) es la velocidad de reacción (moles de componente trans-
formado por unidad de tiempo y volumen; AH calor de reacción por 
mol de componente; f(c) efecto de las concentraciones de los con 
ponentes de la reacción; R«, £*!>£- ^ ^ T ) ecuación de Arrhenius donde 
A£ , energía de activación; T temperatura (°K) , R constante 
de los gases perfectos, ,^ constante especifica. La ecuación (3) 
toma la forma generalizada 
y la ecuación de calor 
V (DVe) = | £ + V <%c*Á. C 4 (-«-*) (6) 
v(WvT}=9y|T
 + g^V«|rtJLT +(-<•*) +EÍ ( 7 ) 
En la ecuación (7), Ef da la energía desprendida por fricción, 
por unidad de tiempo y volumen, generalmente despreciable. 
El lector debe considerar las ecuaciones anteriores desde 
un punto de vista conceptual y organizado donde pueden encuadrarse 
múltiples aplicaciones y procesos industriales. En el caso de reac 
tores nucleares de fisión los problemas son más complicados pero 
en un intento de visión global puede considerarse un elemento de 
volumen donde además de los fenómenos anteriores aparecen energía 
por fisiones en los materiales fisibles o fisionables, energía 
por moderación de neutrones, energía por choque de partículas o ra 
diaciones con los átomos y núcleos del medio. El conocimiento de 
estas energías lleva consigo ecuaciones de los campos de distribu-
ción correspondientes a estos fenómenos y la cinética de las trans 
formaciones. 
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2.6. Organización del í&tadlo de lot izn.6me.noi de £ian¿m¿&¿ón de 
calo*, pon conducción. 
Como se ha visto en los capítulos anteriores, la transmisión 
de calor por conducción interviene en múltiples procesos industria 
les, en unos casos presenta mayor importancia que otros y el plan-
teamiento y solución de los problemas debe hacerse considerando el 
diseño como el estudio creativo para preparar estructuras, servi-
cios o procesos que deben conducir a una utilidad práctica. Se co-
noce como ¿¿¿terna el conjunto de procesos cuyo comportamiento puede 
ser descrito por medio de modelos matemáticos condicionados por cri 
terios de limites de indeterminación tecnológicos o económicos. El 
diseño final de un sistema es el resultado de un análisis dinámico 
de los modelos propuestos con la experiencia de otros modelos análo 
gos y las posibles modificaciones por nuevos desarrollos comproba-
dos. El sistema se divide en varios ¿ub¿¿ttemcu dependiendo de las 
necesidades del problema y cuando alguno de estos subsistemas no es 
importante se denominan componentes. Los subsistemas se preparan 
igualmente con modelos matemáticos que se acoplan al modelo del si£ 
tema y el número de modelos de un subsistema lo determina los aspee: 
tos significativos del mismo. 
Las características de los fenómenos de transmisión de calor 
incluyen a estos dentro de subsistemas y casi siempre las últimas 
consideraciones se refieren a la aproximación de temperaturas y ten 
siones a los criterios de fallo de materiales. Asi pues, la organi-
zación del estudio de los fenómenos de conducción queda encuadrada 
en la preparación de modelos matemáticos con criterios del fenómeno 
y comprobación por resultados experimentales. La solución de un mo-
delo no puede ser mejor que el modelo mismo y para obtener respues-
tas lógicas hay que utilizar matemáticas formales con criterios con 
cretos. Cuanto más complejo es el modelo más difícil es su uso y na 
nejo y es frecuente reducir los problemas por medio de hipótesis 
simples. 
Las ecuaciones formales de los modelos de transmisión de ca-
lor por conducción son las correspondientes a los apartados anterio 
res, y la complejidad de los modelos proviene de la variación de 
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las propiedades de los fluidos o sólidos, la distribución e inten_ 
sidad de los manantiales térmicos, y condiciones de contorno. En 
los casos que serán tratados en los capítulos siguientes, una hi-
pótesis frecuente, es admitir un valor constante del coeficiente 
de transmisión de calor por convección y las soluciones analíticas 
se simplifican. Los problemas no lineales, se trata, bien por 
transformación de ecuaciones bien por métodos aproximados. Cuando 
las soluciones son difíciles se utiliza el cálculo por medio de 
ordenadores dlgltalíi, analógica, e hlbxldo¿. Los más frecuentes 
son los dos primeros y sus propiedades generales pueden observarse 




1) Variables discretizadas 
2) Tiempo de programación 
elevado 
3) Soluciones opcionalmen_ 
te precisas 
4) Memoria elevada 
5) Variedad de problemas 
prácticamente ilimitados 
6) Interpretación al final 
del programa 
7) Exactitud elevada 
1) Variables continuas 
2) Tiempo de programación re-
ducido 
3) Soluciones de precisión 1¿ 
mitada 
4) No tiene memoria 
5) Los problemas a tratar son 
limitados 
6) Interpretación continua 
7) Exactitud limitada 
En los ordenadores híbridos parte del problema se trata en la sec 
ción digital y el resto en la sección analógica. La parte que exi^ 
ge solución rápida, sacrificando cierto grado de precisión, se 
trata en la sección analógica y simultáneamente, la parte de tra-
tamiento que exige exactitud se hace en la sección digital aun a 
costa de aumentar el tiempo de programación. Este tipo de ordena-
dores tiene su linea de progreso en aplicaciones especificas ta-
les como la descripción de fenómenos por medio de ecuaciones dife 
renciales. 
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El estudio de los fenómenos de transmisión de calor por con 
ducción puede organizarse bien atendiendo a un modelo aplicado a 
distintas configuraciones geométricas o bien a distintos modelos 
en una sola forma geométrica. En el primer caso se obtiene una vi-
sión más profunda con ligeras modificaciones del modelo. Este tipo 
de organización se aplica en los capítulos siguientes cuyo esquema 
se indica en la tabla 2. Las aplicaciones quedan enmarcadas dentro 
de un mismo modelo incluyéndose aquellas que se acoplan a un mode-
lo extrapolado, con fenómenos relacionados tales como transferen-
cia de materia, cambios de fase, o convección y radiación. 
2.7. Pxopiidadii tílmicai di ¿o¿ ma.ttlia.Liis 
2.7.1. Conductividad tílmica di ga¿ió 
La conductividad térmica de los gases se explica por la teo 
ría cinética. Los átomos o moléculas en sus movimientos intercam-
bian energía térmica con sus vecinos y el calor se transmite desde 
las zonas de mayor temperatura a zonas donde la temperatura es me-
nor. Las variables que determinan los valores de la conductividad 
en los gases son la velocidad, y el camino libre medio de los com-
ponentes, y asi k aumenta cuando lo hace la temperatura. Por 
otra parte, el camino libre medio es inversamente proporcional al 
diámetro de los componentes y por ello las moléculas de estructura 
complicada tienen k más bajas. Dado que la k en gases es baja 
hay que evitar en su medida los efectos de los otros modos de 
transmisión de calor, radiación o convección. La radiación es ma-
yor a temperaturas altas y las medidas de k solamente son acepta^ 
bles a temperaturas moderadas. Si el volumen de gas que se mide es 
elevado, aparecen corrientes de convección tanto mayores cuanto 
más elevado es el gradiente de temperatura entre distintas zonas. 
A bajas presiones el efecto de la convección es menor. 
La conductividad térmica de un gas a presiones moderadas de 















































































ICOS t-_i < z < i 

























2 Ui 1 
- 88 -
donde Cy calor especifico v velocidad media de las moléculas 
X i camino libre medio 9 densidad del gas. 
La viscosidad puede expulsarse por una ecuación análoga 
a (1) 
t=±**~X (2, 
De las ecuaciones (1) y (2) 
W = KJACV (3) 
donde K es el módulo de Maxwell. Para un determinado gas K es 
casi constante en un amplio intervalo de presiones y temperaturas. 
Para moléculas con más de 3 átomos , Ka. \,7,o para moléculas diató-
micas K~í \flo y para moléculas triatómicas ka¿ \,lo y con ga-
ses monoatómicos K'~'2,s . El valor de K puede calcularse tam-
bién por la relación de Eucken 
(4) 
Por consideraciones de las contribuciones individuales al movimien 
to de las moléculas Bromley obtiene las ecuaciones: 
a) Para gases monoatómicos 
donde M es el peso molecular. 
b) Gases con moléculas lineales 
fe- Ü 0,2.2 Cv +3,4o-o,^oTr") 
c) Gases con moléculas no l i n e a l e s 
Mi 
(5) 





donde, t , ( ^ n S e ¡ , y ) j^poU*)-, C t ^ t ) ; Tr= temperatura 
reducida 
c* contribución de la notación interna de las moléculas a la capa 
cidad térmica total 
"Té, temperatura de ebullición; 
d- 1^(^.-835-^1^"^), o densidad del liquido a Te, ; 
L, calor de vaporización 
valores de C* y o( se dan en las tablas de Reid y Sherwood 
(véase bibliografía). Otra forma de estimar k es a partir del 


















Para '-b C^/C^st°¿) •¿.15 ecuación 9;y si Cp>t5 ecuación 
(10). En ambos casos el error es ±15% . 
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La variación de k con la presión puede calcularse 
V 
^ 0 y -\>- volúmenes específicos del gas en el punto crítico y a 
T y P respectivamente F = 0,071 (gases diatómicos) y 0,035 
(gases poliatómicos). 
Para mezclas gaseosas con componentes polares y no polares 
se puede utilizar la ecuación de Lehmann con error máximo de 
+10% 
K- 0*.«W—)(»+ *gt) (13) 
donde x, x2~. son las fracciones molares de los componentes de 
la mezcla y xp la fracción molares de los componentes polares. 
Para mezclas de gases a altas presiones el cálculo de k 
se hacen con los conocidos parámetros pseudocríticos 
Ejemplo.- 2.7-1(1) 
Estimar la conductividad térmica del CO a presión de 1 
atmósfera y temperatura de 300°C 
Datos: 
Peso molecular 28 
u.(o.¿)= l ,« M>-4 poises 
r - fe,Coi-o,oo\aT=7,a« i^A/nJ.'¿) 
c*-fe.4o [uó/^d'c) 
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a) Por l a ecuac ión (3) 
\i= V1 c^-5) y.C - W3o. 14,7. lo"5. o,22 = 4,o°i.\cr*{cA.^1 . c ) 
b) Por la ecuación (10) 
o,-»47 
c) Por la ecuación (6) 
2.7.2. Conduct-iv-ídadii tílmA.ca.6 de tíqu-Ldo& 
Los líquidos presentan un comportamiento intermedio entre 
gases y sólidos y el estudio de los fenómenos de transporte es 
complicado. La conductividad térmica de los líquidos es muy supe-
rior a la de los gases y en contraste con éstos, disminuye cuando 
aumenta la temperatura aunque existen casos como el agua y com-
puestos de azufre, entre otros, en los cuales k aumenta con T . 
El efecto de la presión es positivo y k aumenta del orden de 
20% hasta 700 kg/cm2 , a presiones y temperaturas altas puede 
llegar a ser 2 - 3 veces superiores. 
Los mecanismos de transmisión de calor por conducción en 
líquidos se basan en el modelo de Bridgman. Las moléculas se supo 
nen en una red cúbica con movimientos vibratorios que transmiten 
calor a través de capas con diferentes temperaturas. La ecuación 
más sencilla para éste modelo es 
fe= 4,O4.\0-*' V L V ^ - (1) 
donde M peso molecular,§L densidad N número de Avogadro y 
VL la velocidad del sonido en el liquido. La ecuación (1) da só 
lo resultados aproximados y lo mismo sucede con la ecuación de 
Denbigh basada en la teoría de los agujeros en los líquidos. Reía 
cionando la viscosidad y la conductividad térmica por medio del 
número de Prandtl se obtiene 
/ 
donde Lk es la entropla de vaporizaci6n a la temperatura nor- 
mal de ebullicibn. 
Las ecuaciones emplricas o semiempfricas dan mejores resul- 
tados que las ecuaciones tebricas. Una de estas es la conocida 
ecuacibn de Weber 
9 ,  densidad V volumen 
molar (I/ n*d 
.s 1 con error medio 13% y mdximo de 60% . 
El cdlculo con ecuaciones obtenfdas con la contribucibn de 
grupos conduce igualmente a expresiones poco satisfactorias y la 
complejidad aumenta cuando se trate de mezcla, por ello, se reco- 
mienda utilizar ecuaciones limitadas a llquidos andlogos a interve 
10s de temperatura moderados. 
2.7;3. Conduc t iv idad  tCnmica de abLid04 
El estudio de la conductividad tsnnica de cuerpos en estado 
s6lido ha experimentado un gran avance en tres Clltimas d6cadas de- 
bid0 al desarrollo de la Ffsica del estado sblido. Entre las difi- 
cultades que presenta la conductfvidad tsrmica de materiales induf~ 
triales se encuentra la gran variedad de cuerpos tanto simples co- 
mo compuestos con diferencias aparentemente pequeiias pero que pue- 
den cambiar notablemente 10s valores de la conductividad tgrmica 
tanto mds cuanto mayor es el interval0 de temperaturas. 
Los mecanismos 6 s  importantes de conducci6n en cuerpos s6- 
lidos son: 
- Conduccfbn por Qononed o vibraciones reticulares de dto- 
mos situados en mallas cristalinas, como sucede en el caso 
de 6xidos que presentan enlaces idnicos y son aislantes 
el6ctricos. 
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- Conducción por electrones que se mueven entre los iones 
positivos situados en el retículo como es el caso de me-
tales y en menor proporción los cuerpos conocidos como S£ 
miconductores. 
- Conducción por radiación cuando los cuerpos son transpa-
rentes a radiaciones de cuerpos negros o grises tal como 
se ha indicado en el apartado 1,4-2. 
- A bajas temperaturas puede presentarse conducción por 
ma.gnone.¿ en cuerpos ferromagnéticos. 
Los mecanismos anteriores intervienen en mayor o menor ex-
tensión en la conductividad térmica principalmente los dos prime-
ros y en casos específicos también los dos últimos. 
a) Cuíipot a¿&tante.¿ ílíctKlcoi 
Son ejemplos clásicos los Óxidos cerámicos conocidos como 
refractorios si bien hay que aclarar que en un sentido más amplio 
debe considerarse como refractario todo material que resiste tem-
peraturas altas prescindiendo de su estructura y de que sea con-
ductor o aislante térmico. 
Los átomos situados en el retículo de un cristal para man-
tener el equilibrio entre fuerzas atractivas y repulsivas ejecutan 
movimientos vibratorios. Si cada átomo tiene 3 modos normales de 
vibración, en n átomos, existen 3n grados de libertad. A cada 
grado de libertad corresponde una forma de vibración que responde 
a las ecuaciones de un oscilador armónico. Los modos están cuant¿ 
zados y solo toman o desprenden energía en la cantidad
 (Ez(n+i"]^ 
donde np es la constante de Plank y V la frecuencia de vibra-
ción. Los saltos de energía sólo tienen lugar por cuanta denomi-
nados ¿ononzi, por analogía con los cuantos de luz o iotone.&, y 
asi, los fonones son los cuantos de excitación de los modos norma-
les de vibración de una red cristalina. Los fonones no se conser-
van, al igual que los átomos, su número no es fijo, pero si lo es, 
su energía total, y su tratamiento es análogo al de los fotones. 
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Si en un cristal existe una diferencia de temperatura en 
términos cuánticos, la concentración de fonones es mayor en la zo-
na de mayor temperatura y en consecuencia se establece una corrien 
te por difusión fonónica. En un cristal perfecto siempre están pre 
sentes fenómenos de aparición de más fonones o desaparición de al-
gunos de ellos produciéndose términos no armónicos. Por otra parte 
los fonones sufren dispersión en el medio que los rodea. Un proce-
so que tenga lugar sin aportar resistencia al paso de fonones se 
denomina normal-N y resistivo en el caso contrario. 
La mayor parte de los cristales presentan retículos imper-
fectos que afectan a la conducción de fonones siendo los raSs impo£ 
tantes, la presencia de átomos distintos o de distinta masa, dislo 
caciones y átomos intersticiales. Los cuerpos de estructura desor-
denada como vidrios, polímeros o sustancias amorfas presentan ma-
yor resistencia al paso de fonones que los cristales y en conse-
cuencia sus conductividades térmicas son inferiores a la de estos 
ültimos. 
Las consideraciones anteriores ponen de manifiesto la difi-
cultad de un tratamiento cuantitativo riguroso en las conductividíi 
des térmicas en esta clase de sólidos. Cuando aumenta la temperatu 
ra el desorden también lo hace y ^~ ~^ _l mientras que a temperatu 
ras bajas predominan los efectos de impurezas y átomos de distinta 
masa y R ~ ^ ~ . A temperaturas muy bajas intervienen eficazmen 
te el fenómeno de dispersión en bordes de grano y los valores de 
k son más imprecisos. 
Las conductividades térmicas de los cuerpos aislante eléc-
tricos son inferiores a la de los metales con excepciones en cuer-
pos muy puros y cristalinos.como el diamante con k> 1000 Kcal/hm°C 
conductividad superior a la del mejor metal conductor, plata 
k = 420 Kcal/hm°C . 
En cuerpos anisótropos la conductividad térmica depende de 
la estructura del cristal asi el cuarzo en la dirección paralela 
al eje principal a temperatura ambiente k = 16 Kcal/hm°C mien-
tras que en la dirección perpendicular k = 8 Kcal/hm°C . En el 
grafito la anisotropía es aún mayor pues la relación llega a ser 
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200/1 . En la gráfica 7,7-3(a) se indican valores de k 
pos cerámicos frecuentes. 
para cuer 
A altas temperatu-
ras el mecanismo de radia 
ci6n también interviene 
y puede ser predominante. 
Los vidrios y cristales 
claros tienen un coefi-
ciente de absorción 
( 
bajo para luz visible y 
cerca del infrarrojo pero 
pueden ser opacos en la 
zona de mayor longitud de 
onda, que se corresponde 
con temperaturas del or-







Z r O j ESTABILIZADO 
4 0 0 ebo 
T <°C) 
Conductividades de cuerpos cerámicos 
Fig. 2,7-3(a) 
En cuerpos cerámi-
cos traslGcidos, los efec 
tos de la radiación son 
importantes a temperaturas 
superiores a 1500°C . La 
sílice fundida a temperatu 
ra ambiente es aislante térmico y a temperatura del orden de 
1000°C presenta tanta conductividad térmica como la alúmina, de 
bido al efecto de las radiaciones térmicas que aumentan con la 
cuarta potencia de la temperatura. Asi pues en general, a altas 
temperaturas las conductividades térmicas están más afectadas 
por las radiación en la zona visible e infrarrojo que por la 
composición química y cristalográfica de los materiales. 
b) Uíta¿e¿ y &tm¿condu.cton.eJt 
En los metales y semiconductores la conducción térmica se 
realiza con electrones libres y con fonones. La proporción de ca 
da uno de estos mecanismos viene impuesta por el carácter metál^ 
co más o menos acusado y por la estructura cristalina de cuerpo. 
En un metal 10s electrones libres se nueven entre 10s iones p0sitL 
vos localizados en el retlculo del cristal y la distribucidn de 
electrones responde a la estadfstica de Fermi-Dirac. En un sdlido 
aislante electric0 las bandas de valencia estdn llenas mientras 
que las bandas de conduccidn estdn vaclas. En un semiconductor de 
diferencia de energla entre bandas de valencia y conducci6n es pe- 
queiia y por simple excitacidn tBrmica alqunos electrones pasan a 
la banda de conducci6n. Estos electrones tambiBn pueden proceder 
de impurezas prdximas a la banda de conduccidn y en cualquier caso 
10s electrones son libres y las vacates de las bandas de valen- 
cia se comportan como cargas libres positivas conocidas como 
huecos . 
El tratamiento cuantitativo de la conduccidn por electro- 
nes libres y huecos se hace por la ecuacidn de Wiedermann-Frank 
donde b condustividad tBrmica @/-oc) conductividad electri- 
ca (ohm.cm)-' , kB sonstante de Boltzmann (1.38. lo-" J/OK) - y 
e , carga del electrdn 1,602. 10-Iq C . 
La ecuacidn ( 2 )  relaciona b con 6e y puesto que las 
conductividades tBrmicas se miden rnbs diflcilrnente que las elk- 
tricas, se pueden medir Bstas y calcular las primeras. La rela- 
cidn anterior se cumple con mayor o menor grado en metales y semA 
conductores teniendo en cuenta las caracterlsticas en cada caso 
per0 no b e  cumpee en el estado de superconductividad que minifies 
tan algunos sdlidos a bajas temperaturas, es decir, no existe co- 
rrespondencia entre superconductividades electricas y tBrmicas si 
no todo lo contrario. El estado superconductor puede considerarse 
como el paso de electrones a un nivel energetic0 de entropfa cero 
donde pueden transportar corriente elBctrica sin resistencia pero 
no transportan calor ni presentan fendmenos de dispersi6n de fg 
nones. Como consecuencia de Bste fendmeno la conduccidn termica 
por electrones queda disminulda e incluso anulada si todos 10s 
electrones estdn condensados y sdlo permanece la conductividad 
termica por fonones a travBs de la estructura cristalina que pre- 
senta el sdlido. 
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En la tabla 2.7.3 (b) se indican valores del número de Lo-
rentz para algunos metales en el intervalo 0-100°C 
TABLA 2.7-3(b) 































































En los metales que tienen una gran conductividad eléctrica como 
sucede con los alcalinos y alcalinos térreos, la conducción tér-
mica es prácticamente por electrones libres y en los metales de 
transición aunque es importante aparecen contribuciones de con-
ducción por fonones. 
La influencia de las impurezas es importante y asi en Cu, 
Al, Fe y Ni a 0°C con 0,1% de impurezas k disminuye 2-3% . 
Esta disminución se atribuye a los efectos producidos por la dis_ 
persión de fonones. Por otra parte en monocristales naturales de 
cobre se han medido conductividades de 9000 (Kcal/hm°C) frente 
a 318 (Kcal/hm°C) para el cobre puro a 18°C. 
En las aleaciones el efecto fonónico es más importante 
que en los metales, depende de los elementos y de sus constitu-
yentes, asi, la conductividad térmica de la ferrita es de 62 
(Kcal/hm°C) y la cementita k = 8,8 (Kcal/hm'C) y sin embargo 
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la perlita eutectoide de la ferrita y cementita, con 0,1% de C 
k = 44(Kcal/hm°C) , tomando aun valores superiores si hay Si, Mn, 
Ni, Cr, Mo, W. 
A bajas temperaturas la intervención de los fonones es acu-
sada y las impurezas dan una disminución de la conductividad témú 
ca superior al aumento que pudiera derivarse por disminución de 
temperatura. En la gráfica 2.7-3(c) se aprecian estas variaciones 
en distintos cuerpos. 
Cu puro con tratamiento 
Al 
Cu estirado en frió 
Cu-Te 
A1203 




Acero inoxidable 18/8 
Gráfica 2.7-3(c) 
c) Hítala liquida 
La conducción térmica en los metales líquidos al igual que 
en los metales sólidos es fundamentalmente por electrones libres. 
El grado de desorden es mayor que en los sólidos, y por ello, las 
conductividades térmicas son menores que las correspondientes a 
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quido la estructura es homogénea y el efecto de las impurezas es 
pequeña cumpliéndose bastante bien la ecuación de Wiedemann-
Frank. Cuando los metales se encuentran en forma de vapor satura-
do no tienen electrones libres y la conductividad térmica puede 
calcularse por la teoría cinética considerando al vapor como un 
gas monoatómico, y los valores que se obtienen son lógicamente 
despreciables frente a sus correspondientes en estado liquido. 
En la tabla 2.7-3(c) se dan temperaturas normales de ebu 
Ilición (Te) y criticas (Te) de metales (Grosse A.V.) 
TABLA 2,7-3(c) 












Las conductividades térmicas de los metales líquidos pue 
den obtenerse a partir de las medidas de conductividades eléctr¿ 
cas y la relación entre ambas por la ecuación 2.7-3(2). En todos 
los metales líquidos (normales) excepto Na y K (anormales) 
la conductividad térmica en función de la temperatura aumenta a 
partir del punto de fusión pasando por un valor máximo y disminu 
yendo posteriormente para llegar a valores muy pequeños en el 
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En la tabla 2.7-3(e) se dan valores de la resistividad 
l/oe para distintos metales líquidos así cono valores del núme 
ro de Lorenz. 
TABLA 2.7-3(e) 
N a
 6e-' = 5flo4 •aAAS.HTH-'WS.Wf'i1 V2.1A. W>H* L= 2.M.IO"" 
K
 e^ = |0¿2A-»S,3o2.l0-'t-K.SS. lO-Stl+^ 40.IO-*t» L=^»t.»0-« 
CS 6T = 34.»»+. i.»4,Ur« t - 1.WI.lo**»-«,•« « T V L-S.4*** 
-ex* \*i«in-*VI L«l. 4410"' Li Oc-' = 2».^4 + a.^8\o-n + 2.5««.to-*i-V*""0 * 
Cu 64-* = c.O \02 T^W) -VC,2 L - l , 4 4 . \ c f * 
Ag Ce" a O.OS7 T(nQ-*« |4o L = 2 . 4 4 . » o - e 
Au 6 ^
 = O.OI50 T C * 0 + »>.1» L ^ 2 ,44 .10» 
d o n d e Ot» O 0 " * - " - ^ ", U*c) •, L ^ ^ * °' l^£) 
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d) Matz>i¿a.¿e.¿ compue.¿to¿ 
En numerosas aplicaciones industriales del calor los mate-
riales tienen una estructura heterogénea bien en forma sólida co-
mo sucede en los sólidos cerámicos, maderas, plásticos o con huecos 
ocupados por gases o fluidos dentro de una matriz continua o dis-
continua, tales como, ladrillos porosos, lechos granulares o pol-
vos más o menos compactados. Los valores de la conductividad tér-
mica para estos materiales son muy variables ya que en la transmi-
sión de calor pueden intervenir los tres modos de transmisión de 
calor, conducción, convección y radiación con sus correspondientes 
mecanismos. Los datos de tablas deben ser cuidadosamente elegidos 
cuando no son cuerpos o sistemas muy normalizados. 
Es frecuente que la conductividad térmica de materiales com 
puestos se de como conductividad global o equivalente obtenida por 
consideraciones de las resistencias térmicas parciales. Admitamos 
como ejemplo un material de dos componentes de conductividades tér; 
micas fe, y fez y volúmenes y.V z . En dos situaciones extremas 
de material se puede agrupar según las configuraciones de la Fig. 
2.7-3(f). 
Si el flujo térmico tiene z 
lugar según el eje 
tencia térmica es s 
sistencias de cada 
ductividad equivale 
con la ecuación 1.5 
cribirse 
siendo i^+^ i= * 
Si el flujo térmico tiene 
lugar en la dirección Y 
X la resis-
;uma de las re-
pared y la con 












lfee\=vA+^j (2) Fig. 2.7-3(f) 
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En la ecuación (1) controla el conductor térmico más bajo y 
fec toma el valor mínimo mientras que en la ecuación (2) sucede lo 
contrario y la ^ es máxima, obsérvese que la posición de las pa-
redes es independiente de be siempre y cuando k, y fex no va-
ríen con la temperatura, así, el resultado es el mismo si se colo-
ca todo el material 1 primero y a continuación el material 2 o 
divididos en cualquier espesor en paredes alternadas o no. 
Si en <e interviene el modo de radiación simultáneamente 
al de conducción la posición de cada pared debe estar perfectamen-
te determinada puesto que la cantidad de calor que se intercambie 
es función de la cuarta potencia de la temperatura. 
La situación real en los materiales compuestos es más com-
plicada y los modelos anteriores marcan dos límites de fee . Las 
paredes deben sustituirse por volúmenes de formas irregulares al-
terando la distribución de temperaturas dentro del sólido. Los can 
pos de temperaturas en superficies complejas pueden resolverse 
considerando celdillas modelo y aplicando los métodos que se indi-
can en el capítulo 3. Otra forma de resolver el problema es utili-
zar modelos que se basan en la ley de Ohm manteniendo los crite-
rios de las ecuaciones (1) y (2). 
La distribución de volúmenes en el sólido se determina expe 
rimentalmente por microscopio o medidas físicas y su tratamiento 
conduce a funciones de distribución tridimensionales que se aco-
plan por la independencia del orden de resistencias en la forma 
que se indica en la Fig. 2.7-3(g). 
La aplicación de ecuaciones inte-
gradas de t y fe, conducen a 
valores de la conductividad equi-
valente para relaciones conocidas 
Cuando una de las fases es 
continua y la otra fase está for-
mada por poros gaseosos de dimen-
siones inferiores a 4 mm pueden „. - -, _, . 
Fig. 2.7-3(g) 
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despreciarse los fenómenos de convección y los modos de transmi-
sión, que afectan a Rj son conducción y radiación. A temperatu-
ras altas la radiación es importante y la conductividad por radia 
ción puede escribirse para un poro 
\z,= 4f\-£el4
 ( 3 ) 
donde F es un factor geométrico de valor •, 1 , para poros lamina-
res paralelos al flujo térmico; 2/3 para esferas; T/4 para ci_ 
lindros con ejes perpendiculares al flujo térmico; L la dimen-
sión mayor en la dirección del flujo térmico; £ , emisividad si 
se admite que la diferencia de temperaturas es pequeña, en prime 
ra aproximación los poros con radiación son independientes de su 
posición en el sólido y las ecuaciones (1) y (2) toman la forma 
fe^ ^ V , (4) fee=VrVir4-V,te, (5) 
V, t:,- + W,v.r 
donde Vr es la proporción de volumen de poros en la mezcla. Con 
la hipótesis de independencia de la posición de los poros las 
ecuaciones (4) y (5) pueden tratarse con los modelos de la ley 
de Ohm. 
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Nomenclatura del Capitulo 2 
Bi número adimensional de Biot 
C concentración 
Cv Calor especifico a volumen constante 
Cp Calor especifico a presión constante 
E módulo de Young 
F fuerza 
F( número adimensional de Fourier 
e deformación referida al eje X ect. 
xx 
G módulo de fuerza cortante 
g gravedad (m/h2) 
Gr número adimensional de Grashof 
H entalpia 
h coeficiente de transmisión de calor (Kcal/hm2°C) 
K módulo de volumen 
k conductividad térmica 
kr módulo de rigidez 
k_ constante de Boltzmann 
Nu número adimensional de Nusselt 
P presión 
Pr número adimensional de Prandtl 
Q caudal volúmico de calor (.Kcal/hm3) 
q caudal de calor (Kcal/h) 
q' flujo térmico (Kcal/hm2) 
Re número adimensional de Reynolds 
S entropía o superficie 
T temperatura en sólidos (°C) o absoluto (°K) 
t temperatura en fluidos (°C) 
V energía interna 
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v velocidad (m/s) 
y volumen 
o difusividad térmica (ma/h) 
8 coeficiente expansión (1/°K) 
V operador nabla 
A operador Laplaciano 
o constante Stefan-Boltzmann de radiación térmica 
a resistividad eléctrica 
e 
O" tensión referida al eje x , ect. 
p densidad 
T tiempo 
v módulo de Poisson 
p viscosidad 
Zlbllo guacía. 
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CAPITULO 3 
TRANSMISIÓN DE CALOR PCR CONDUCCIÓN Y RÉGIMEN ESTACIONARIO 
INTRODUCCIÓN 
La transmisión de calor por conducción en campos con super-
ficies perpendiculares a las líneas de flujo térmico, presenta un 
tratamiento sencillo, como es el caso de paredes, cilindros y esfe 
ras. Las aplicaciones son numerosas dado que las citadas formas 
geométricas son frecuentes en instalaciones industriales. En el ca 
so de cilindros y paredes, apartado (3.1), se considera una de las 
dimensiones suficientemente grande para admitir la perpendiculari-
dad de las superficies al flujo térmico. Los problemas que se plan 
tean están relacionados, por una parte, con las cantidades de ca-
lor que se transmiten a través de los cuerpos y, por otra parte, 
con la distribución de temperaturas dentro de éstos, que permite 
conocer la compatibilidad de los materiales durante el funciona-
miento del equipo en régimen estacionario. La simplicidad de las 
expresiones matemáticas que se obtienen para los casos mencionados 
anteriormente hace que se obtengan soluciones para cuerpos yuxta-
puestos que mantengan las mismas formas geométricas. Cono se verá 
posteriormente cuando se trata de paredes o cilindros finitos y 
yuxtapuestos el tratamiento es complicado y, en régimen no estacio-
nario o transitorio, por ejemplo, hay que acudir frecuentemente a 
soluciones por métodos numéricos. 
Por otra parte, las propiedades térmicas de los cuerpos son 
función de la temperatura, como se ha visto en el capitulo 2, y, 
para los casos que se estudian en este apartado, se obtienen solu-
ciones relativamente simples de aplicación frecuente. Por todo 
ello el tratamiento simple de la transmisión de calor por conduc-
ción en régimen estacionario es muy utilizado, no solo en casos 
donde se cumple con un cierto rigor, sino, también, en casos más 
complicados para tener una idea anroxinada de cantidades de energía 
y temperaturas en los cuerpos a través de los cuales se transmite 
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calor. 
En los apartados (3.2),(3.3) se dan tratamientos para la 
transmisión de calor en 2 y 3 dimensiones, completando el espectro 
de posibles aplicaciones de la transmisión de calor en régimen es-
tacionario sin generación de calor. 
3.1.1. ?an.<Ldzi> píanai 
Cuando la conductividad térmica del material que forma la 
pared es independiente de la temperatura, de acuerdo con la ecua-
ción de Fourier la cantidad de calor viene dada por la expresión 
^=kstVj¿Ie')
 (1) 
donde T. y T son las temperaturas 
en la superficie de la pared, Fig. 
(3.1-l(a). La distribución de tempera-
turas dentro de la pared es una línea 
recta. Si la pared separa dos fluidos 
a temperaturas t. y t respectiva 
mente y los coeficientes de transmi-
sión de calor que incluye convección 
y radiación son h¿ y h e , la ecua-
ción (1) se transforma en 
Si la conductividad térmica es función de la temperatura, la ecua 
ción (1) puede ponerse de la forma 
Si la función k(T) es complicada, se acude a una integración 
gráfica, utilizando los valores de k en las ecuaciones (1) 6 
(2). 
En el caso de metales, es frecuente que k sea una función 
Fig. 3.1-l(a) 
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lineal de la forma k„(l+aT) y la ecuación (1) se transforma en 
^ = ^ te. (Tv-T.)^ + % Cn+T»)! (4) 
Pa.ie.de.& p¿ana¿ compue.¿ta¿ 
En el caso de paredes planas suficientemente grandes Fig. 
(3.1-l(b) y yuxtapuestas de forma tal, que el contacto entre super 
ficies es perfecto y las conductividades térmicas de las distintas 
paredes l,2...n son independientes 
de la temperatura, la ecuación (2) 
se transforma en: 







donde t y h , con sus correspon-
dientes subíndices, son las tempera-
turas y coeficientes de transmisión 
de calor de los fluidos que rodean 
las superficies extremas de la pared 
compuesta. 
Rea-c-óíenctai t(.im¿ca& de contacto 
La situación real de la transmisión de calor a través de 
paredes compuestas se complica por el hecho de que las conductivida 
des térmicas pueden ser función de la temperatura y, por otra par-
te, el contacto entre las distintas superficies no es perfecta y 
aparece una calda de temperatura en la zona de separación de las 
citadas superficies. La variación de las conductividades térmicas 
pueden resolverse como se ha mencionado anteriormente, si bien hay 
que considerar los efectos de una aproximación de este tipo y, para 
casos extremos, puede hacerse por desarrollos en serie de la fun-
ción que relaciona k con T . 
Las resistencias térmicas de contacto se suelen expresar, 
bien en caldas de temperatura, por relaciones como la ecuación (1), 
considerando una conductividad térmica eauivalente del medio de se-
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paración entre superficies,bien en coeficientes de convección h 
que engloban la resistencia de contacto. 
La importancia de las resistencias de contacto depende del 
tipo de aplicación. Cuando se trata de aislamientos, la resisten-
cia de contacto es favorable a la disminución de pérdidas de ca-
lor, mientras que, cuando se trata de extraer calor de un sistema 
con flujos térmicos elevados, la resistencia de contacto debe ser 
baja, para evitar un elevado gradiente de temperatura. 
La resistencia térmica de contacto depende principalmente: 
- Estado de la superficie 
- Presión de contacto 
- Temperatura del contacto 
- Naturaleza del fluido entre las superficies 
Se pueden establecer como casos limites, resistencia de contacto 
pequeña, cuando la unión entre superficies presenta muchos puntos 
de contacto, y elevada, si los puntos eon pocos. En la Fig.(3.1-1 
(c)) se indica el perfil de una 
superficie donde el grado de ru R, 
gosidad esté expresado por los 
valores 
g . r V V - ^ (6') 
y Fig. 3.1-Kc) 
El contacto es tanto mejor cuanto menor es el valor de R 6 R . 
J
 a s 
Para materiales blandos la unión es mayor que con materiales du-
ros y, en ambos casos, la presión favorece el contacto. La tempera^ 
tura y el tiempo también favorecen el contacto debido a efectos 
pseudoplásticos en la unión de las superficies. En la tabla 3.1 se 
dan valores de h para las situaciones más frecuentes. 
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TABLA 3.1.l(a) 
Resistencias térmicas de contacto expresadas en he (Kcal/hm °C), 





































































































Cuando los materiales que constituyen las paredes son fibras 
polvos o láminas aglomeradas, el problema de la resistencia térmi-
ca de contacto es complicado y, por ello, resulta más fácil consi-
derar una conductividad térmica equivalente que tenga en cuenta 
los mecanismos de transmisión de calor por conducción, convección 
y radiación. 
En un espectro amplio las resistencias térmicas de contacto 
aparecen también por alteración de la superficie de los cuerpos. 
Estas resistencias se denominan de incrustación o ensuciamiento 
cuando se producen por cambios superficiales debidos al medio y 
condiciones de operación. Es bien conocido, el caso de intercambia 
dores de calor que disminuyen su rendimiento térmico después de un 
cierto período de operación y en los que para volver a las condi-
ciones normales hay que proceder a la limpieza y eliminación de la 
capa de ensuciamiento. Cuando ésta capa se adhiere fuertemente a 
la superficie hay que evitar un aumento excesivo del espesor acu-
diendo a sistemas auxiliares de purificación. En otros casos se 
producen alteraciones dimensionales en la superficie, bien por ata 
que químico con desprendimiento de capas, como sucede en productos 
refractarios, bien por resquebrajaduras de los materiales, como su 
cede en el caso de los combustibles nucleares de tipo cerámicos. 
Esta clase de fenómenos presenta efectos marcados cuando existen 
variaciones de cantidades de calor que alteran el campo de tempera^ 
turas estacionario. 
Teniendo en cuenta estos posibles efectos y para mantener 
una generalización de la ecuación (2), la ecuación (5) se escribe 
donde K¿ incluye el coeficiente de convección y radiación, ade-
más de la resistencia de contacto por ensuciamiento en la pared 
interior- e, se refiere a la pared exterior. El primer sumatorio 
se refiere a las superficies de contacto donde se incluyen todos 
los posibles fenómenos del contacto y el segundo sumatorio com-
prende el paso de calor por conducción a través de n capas o pa^  
redes del sistema. 
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E/empío.- 3.1-1(a) 
10 láminas de acero de 0,1 mm de espesor y rugosidad, 
Rs = 250 x 10-6 cm se disponen según se indica en la Figura 
3.1-l(a). Calcular las pér-
didas de calor en los si-
guientes casos: 
a) Las láminas se someten a 
una presión de 0,5 kg/cm2 
b) Entre cada dos láminas 
de acero se intercala fi-
bras de amianto de 2 mm 
de espesor y conductivi-
dad media k = 0,07 (Kcal/ 
hm-C.) 
PERNOS (C ato,C) 
U_22Slí-
Ejemplo 3.1-l(a) 
c) Las láminas de acero se separan entre ellas 1 mm y el con-
junto se mantiene a vacio. La separación de placas se logra con 
10 pernos/m2 . 
Solución: 
Caso a): Las caídas de temperaturas a través de las láminas 
valen 
a. i _3_ + ioacf *) & a q__ 
donde looo O^Vhmx«fc) es el valor del contacto (véase tabla 
de resistencias de contacto). 40 es la conductividad térmica del 
acero. Para lámina-aire 
Lc+w) h f ~ T-'í'M 
Y ^ d / f e A= 01»3q(GrPr')°'33 p a r a C*r?1y\o* ( v é a s e t a b l a 11,9 
Apéndice I I ) 
¡-16 -
At _ _ <» y si tG<p,Y33_ ía qn?£(T-ao) ^JJL\ 
o¿ C (Af)° ' 5 3L 
Wc = o,\aq c feo. At° 3 3 ; T-XO . l ü 
0,33 
T-ao 
con los datos de las tablas de aire seco *= -57 y £=o,->o 
para acero se obtiene 
T(°C) 40 60 80 150 160 170 180 
hr 3,8 4,20 4,64 6,46 6,75 7,0 7,41 
he 3,59 4,42 4,89 5,93 6,05 6,19 6,25 
y por la ecuación (a) la temperatura de la lámina en contacto con 
aire T = 180°C 




Por interpolación lineal en la tabla anterior resulta T<n 26CC 
c) (ver ejemplo 1,4-3(1) 
(J-¡)(8+¡> 
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si se admite para acero é.TzO,lo el término de radiación disnvi 
nuye en >/a? 
T~!2£),S 
1
 a (20,5-X0)3,« * 0,42 = -234 ^/^J) 
3.1-2. TufcOA 
Los tubos son formas geométricas muy utilizados en la trans 
misión de calor por conducción debido a su facilidad de fabrica-
ción y su comportamiento mecánico en general. 
Los problemas que se presentan en este apartado se relacio-
nan con la cantidad de calor que se intercambia por conducción en-
tre dos cuerpos sólidos, líquidos o gases, separados por la pared 
de una tubería, y la distribución de temperaturas en esta ultima. 
La Fig. 3.1-2(a), representa un tu 
bo de espesor R.-R , de longitud axial 
suficientemente grande para que el flujo 
de calor tenga lugar sólo en la direc-
ción radial. La ecuación de Fourier toma 
la forma 
Q = -fe 2-nrL £T 1 dr 
y por integración de (1) 
(1) 
q - 2 f i k L (Tc-Te) 
Fig. 3.1-2(a) 
(2) 
donde L representa la longitud del tubo. Para un rad io r t a l 
que C¿<r< Re 
^ " L WtTt-T)/l^(r/ba (3) 
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La ecuación (3) pone de manifiesto que la distribución de tempera-
turas dentro del material del tubo responde a una ley logarítmica. 
La resistencia térmica para un radio r vale 
R
^~ m k i (4) 
comparando las ecuaciones de la pared plana 3.1(1) y la ecuación 
(2) 
donde S m ^ s la superficie media logarítmica y, en forma análoga, 
se designa Y~w^  como radio medio logarítmico 
• ^ T T ^ (5) 
Para pequeños espesores del tubo tVn'üv*8™'^ o Sm^^* ^''1 
cuando la conductividad térmica del material es función de la tem-
peratura, se siguen los criterios mencionados en el apartado 
3.1-1. En el caso particular de metales, cuya k es función li-
neal de T 
donde a es el coeficiente de variación de k con T . 
Cuando las superficies del tubo se encuentran rodeadas de 
medios a temperaturas t. y t y con coeficientes de convec-
ción y radiación h. y h respectivamente 
, . _3_ f_L_ + -1- » h$Wf) 
ti_te=
^rV^W; ^ W fe I (7) 
y para valores próximos de R« y El 
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Taboi compuíitoi 
Los criterios térmicos son análogos a los seguidos en el 
caso de las paredes compuestas. Los tubos compuestos con resisten 
cia térmica de contacto despreciable son frecuentes en el placado 
de recipientes a presión, donde el material resistente suele ser 
acero al carbono, con recubrimiento interno de aleacciones espe-
ciales, con espesores desde 1 a 10 mm que resisten los agen-
tes corrosivos del medio ambiental. Los recubrimientos con mate-
riales plásticos son también frecuentes en conductores eléctricos 
y recipientes donde las temperaturas de funcionamiento no produ-
cen alteraciones en el recubrimiento. La distribución de tempera 
turas para estos casos se indica en la Fig. 3.1-2(b) y la ecua-
ción de transmisión de calor teniendo 
en cuenta los coeficientes de convec-





Los tubos compuestos con huelgo entre 
ellos, son frecuentes en casquillos o 
vainas con un alma generalmente maci-
za, como sucede en los ejes de piezas 
mecánicas o en las barras de elementos 
combustibles para reactivos nucleares de fisión. En estos casos y 
otros análogos, la resistencia térmica de contacto está sometida 
a las variaciones dimensionales producidas por la distribución 
radial de temperaturas o por alteraciones más profundas del mate 
rial encerrado en la vaina. El resultado de ello es la aparición 
de puntos o zonas con menor resistencia de contacto, perdiéndose 
la uniformidad radial del flujo térmico. 
En los casos en que los fenómenos de puntos de contacto no 
son importantes por sus consecuencias mecánicas, y la variación 
del flujo térmico no es elevada, puede escribirse una ecuación 
equivalente a la ecuación (6) 
^¿fe .^ i t i i 1 ^)) (10) 
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donde k¿ y ke son los coeficientes que incluyen las capas de 
ensuciamiento en las superficies extremas, y el sumatorio de 
tiene en cuenta las resistencias térmicas de contacto entre las 
superficies que constituyen las distintas zonas o capas del tubo 
compuesto. 
Ejemplo.- 3.1-2(1) 
Calcular las pérdidas de calor en función del espesor de 
aislamiento en una tubería de acero comercial de 0,20 m de diá-
metro y 4 mm de espesor que transporta vapor de agua saturado a 
150CC. La conductividad térmica del aislamiento es de 0,03(Kcal/ 
hm°c) entre 150(?C) y lOljC) . La temperatura del aire ambiente es 
de OfC) . La superficie exterior del aislamiento tiene una emisi-
vidad de 0,025 . 
Solución: 
Admitamos que las resistencias de contacto son despreciables 
El coeficiente de transmisión de calor del vapor saturado es 
del orden de 5000 (Kcal/hm2oC) . Le película de incrustación del va-
por-acero es de resistencia térmica despreciable y si la conducti-
vidad térmica del acero vale 45 (Kcal/hm°C) de la ecuación (10) se 
tiene 
,50-0-3. P
 t - L ^ t ^ V l (fL+kfM) 
(a) 
donde R« es la conductividad térmica del aislante y IV el coefi-
ciente de transmisión de calor al aire 
siendo W ~ ^ °v € /^\fe-^ e) > ~Te temperatura de la superficie del ai£ 
lante y ter o*c ; Kc para convección natural puede calcularse 




 0 i 5 4 (&rp^)°'as para tubos horizontales y 10^<Ú»TP<<\O" 
feo. 
Para aire a 5°C 
fe = 0,02, ( « C ^ . ^ 4 " «•« ' • ^  »°' K ¿ ) 

















Si el aislamiento se recubre con una lámina de aluminio reflector-
£ = 0,025 h es menor que h , es decir la presencia de re-
flector equivale a disminuir el espesor de aislante, y puede dar-
se el caso que una superficie reflectora sin aislante pierda me-
nos calor que la misma superficie con aislante y emisividad eleva 
da. 
Si en primera aproximación se desprecia la radiación, la 
relación entre caídas de temperaturas superficie-aire y en el ai£ 
lante vale 
( A ^ _ _ Í - _ J ^* *• 
W 1.03 R ™ U (C«/¿) L" "* 
Dando valores a Re se obtiene T L y por la ecuación (aj, 3. 
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3 1 . 5 
1 9 , 3 




1 0 3 , 8 
6 4 , 2 
5 0 , 3 
3 9 , 3 
3 3 , 2 6 
Be-*» 
2 , 5 
5 
7 , 5 
10 
1 2 , 5 
k 
4 , 0 7 
3 , 4 4 
3 , 0 9 
2 , 7 9 
2 , 5 7 
Re 
0 , 1 2 9 
0 , 1 5 4 
0 , 1 7 9 
0 , 2 0 4 
0 , 2 2 9 
3.1-3. E¿{¡zia¿ 
El empleo de la forma esférica en las aplicaciones indus-
triales tiene su base en la economía de material, frente a otras 
formas geométricas, para determinadas dimensiones y condiciones 
de operación. Formas esféricas cuasi perfectas son, por ejemplo, 
recipientes de almacenamiento de gases o líquidos. Las cabezas y 
fondos de recipientes cilindricos presentan forma esférica o modi_ 
ficaciones de formas elípticas que, para el tratamiento de los 
problemas de transmisión de calor de este apartado, se consideran 
de flujo radial. Un tratamiento más riguroso puede hacerse con 
ecuaciones transformadas con flujo térmico en dos direcciones co-
mo se verá en capítulos posteriores. En el caso de una capa esfé-
rica de radios B; y Re Fig. 3.1-(a) 
en régimen estacionario 
dU-
que i n t e g r a d a r e s u l t a 
y p a r a un r a d i o r t a l que 











F i g . 3 . 1 - ( a ) 
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La ecuación (3) da la distribución de temperatura dentro del mate 
rial de la capa esférica. 




donde S representa la superficie de la esfera correspondiente a 
los radios interior (R.) , exterior (R ) o medio (r ) . 
Si las superficies interna y externa de la capa esférica están en 
contacto con fluidos a temperaturas t. y t y coeficientes de 
convección h. y h respectivamente, la ecuación (3) toma la 
forma 
L , o, I \ \ • Re-R. \ 
(6) 
Capa¿ e.& ÍÍKlc&i, compue.¿ta¿ 
Capas esféricas unidas con resistencia térmica de contacto 
despreciable se encuentran en casos de protección de las superfi-
cies interna o externa con capas placadas de distintos materiales, 
metálicos, cerámicos o plásticos como en el caso de cilindros com 
puestos y la ecuación correspondiente generalizada a , n capas 
(7) 
E s
 frecuente el aislamiento de capas esféricas. En unos casos pa-
ra evitar pérdidas de calor al exterior y en otros casos para man 
tener el interior del recipiente a baja temperatura. En estas 
aplicaciones, las capas esféricas presentan resistencias térmicas 
de contacto con los problemas mencionados anteriormente y la ecua 
ción de transmisión de calor para n capas es 
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donde son los coeficientes de transmisión de calor 
que incluyen convección, radiación y ensuciamiento de las superfi_ 
cies extremas, en forma análoga a las ecuaciones 3.1-(6) y 
3.1-1(10). 
3.1-4. A¿¿¿am¿e.nto¿ télm¿coi 
Los aislamientos térmicos son necesarios para evitar pérdi_ 
das de energía térmica al medio ambiente que rodea los elementos 
de una instalación, tales como recipientes, tuberías y otros acce 
sorios. La cantidad de energía térmica que se consume en la tie-
rra es creciente y el desarrollo de buenos aislamientos térmicos 
contribuye a una utilización más racional de aquella. El consumo 
de energía en forma general se distribuye en 50% en usos indus-
triales 25% en transportes y 25% en usos domésticos. Las in-
dustrias de mayor consulo de energía son: acero, aluminio, produc 
tos químicos, petroquímicas, papel, vidrio, arcillas y cemento, 
alimentación. El 50% de la energía que se pierde tiene lugar a 
temperaturas inferiores a 100CC , 25% a temperaturas menores de 
250CC a temperaturas superiores a 250°C . Se estima que con bue 
nos aislamientos las pérdidas pueden reducirse en 15% respecto 
a la situación actual compensando positivamente los precios de 
coste de materiales, amortización y mantenimiento. En la gráfica 
3.1-1 (a) se indica el flujo térmico para aislamientos con óxido 
de magnesia de 85% . 
Los aislamientos térmicos se caracterizan por valores ba-
jos de la conductividad térmica aunque la elección de un detemi 
nado aislante hay que tener en cuenta otros factores como son: 
a) Formas geométricas y tamaños. 
b) Propiedades que afectan a la conductividad térmica, til 
les como temperatura, humedad, sinterización, emisivi-
dad. 
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c) Propiedades mecánicas: resistencia a tracción y compren-
sión, resistencia al choque térmico, fatiga, cambio de 
dimensiones con la temperatura, abrasión. 
d) Propiedades eléctricas resistencia a distintas tempera-
turas y humedades. 
e) Propiedades químicas, corrosión con y sin humedad, pun-
tos de inflamación en medios ambientales de gases, pol-
vos, etc. 
f) Propiedades de trabajo: cortes y preparación de formas, 
adhesivos, secado manejabilidad, aspectos sanitarios, 
olores, irritación de oíos o de la piel, toxicidad por 
polvos o disolventes de los materiales de juntas. 
La elección de un material aislante exige buen juicio y ana 
lisis de sus propiedades para la función especifica a que se desti 
na. Los datos procedentes de casas comerciales son frecuentemente 
escasos y los resultados de medidas experimentales en laboratorios 
están dispersados en revistas no especificas sin que en muchos ca-
sos se tenga en cuenta el comportamiento en servicio o los proble 
mas de uniones o anclajes a los elementos principales del equipo, 
degradación del material y variación de las propiedades con el 
tiempo. 
Los modos de transmisión en un aislante son los de conduc-
ción, convección y radiación como ya se ha visto en los apartados 
anteriores. El aislamiento térmico se logra aumentando la resis-
tencia térmica de un material a la transmisión de calor por cual-
quiera de los modos anteriores. De acuerdo con el intervalo de 
temperaturas de funcionamiento los aislantes suelen agruparse en 
1) Aislantes para temperaturas elevadas T^soofc) 
2) " " " intermedias 5oo^c)7T7 loo(fc) 
3) " bajas *oo£>c)>T7 -tocfc) 
4) " • " criogénicas -\oofct)>T?-*íot<0 






Traparahm * • is upcrfíclt eoUnnu « i *C 
_L 
100 too 900 400 TfC) »°° 
Gráfica 3.1-1(a) 
Pérdidas de calor al ambiente de una pared plana sin aislar 
y con distintos espesores de aislamiento de MgO (85%) . 
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1. k¿¿¿ante.¿ pana ttmpi>ia.£un.a. tie.va.dat 
A temperaturas superiores a 500°C los aislantes térmicos 
son generalmente de tipo cerámico tanto más refractarios cuanto 
mayor es la temperatura de operación. Estos materiales en una sola 
fase presentan conductividades térmicas elevadas frente a las con-
ductividades que pueden obtenerse cuando estos mismos materiales 
se preparan, con poros en su interior, en forma de fibra agrupadas 
en haces, tejidos o aglomerados de ambos tipos. En casos especia-
les como sucede en los aislamientos de componentes de reactores nu 
cleares el aislamiento se logra con capas múltiples de metales sin 
puntos o zonas de contacto, y son conocidos como aislamientos le.-
ítíctoizi, en los cuales la resistencia a la conducción, se logra 
por la proximidad de las láminas y la resistencia a la radiación 
por el bajo poder emisivo de los metales. Esta distancia se puede 
aplicar a cualquier temperatura, como se ha descrito en el aparta-
do 1.4, y es adecuado en equipos que puedan tener contaminación, 
necesidades frecuentes de inspección o limpieza especial. Su pre-
cio es elevado pero sus ventajas y vida de funcionamiento hacen 
que éste sistema se extienda últimamente a otros procesos indus-
triales que utilizaban los aislamientos clásicos. Entre los aislan^ 
tes para temperaturas superiores a 500°C pueden citarse: 
a) Ladrillos cerámicos aislantes 
b) Morteros y sus mezclas 
c) Silicato calcico 
d) Fibras minerales 
e) Fibras cerámicas de A^Oj-Sl0! 
f) Fibras de St^AljOj Z-cO-,, . carbón 
g) Aislamientos reflectores de láminas metálicas. 
Los ladrillos aislantes se obtienen por mezclas dosificadas 
de material refractario con productos combustibles que se eliminan 
por calentamiento resultando un ladrillo poroso con densidad apa-
rente comprendida entre 25-50% de la densidad teórica. 
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Por dosificación de materiales y granulación, se obtienen 
morteros o hormigones para temperaturas hasta 1400°C con mezclas 
desde cemento Portland con arenas y gravas ordinarias hasta refra£ 
tarios sllico aluminosos. El carácter aislante puede aumentarse 
además de los poros,por materiales también aislantes como vermicu-
lita en l=«s zonas exteriores. 
A temperaturas superiores a 500°C la conductividad térmi-
ca de los aislantes se ve afectada por la radiación, que puede lie 
gar a ser el mecanismo de transmisión de calor predominante. En los 
materiales transparentes como sílice fundida el aumento de la con-
ductividad comienza a 500°C , mientras que los materiales traslú-
cidos AljOj, M^o, porcelanas, el efecto es importante a partir 
de 1000°C . A temperaturas elevadas, resulta difícil conocer el 
efecto de la radiación aunque las estimaciones son de 2-3 veces 
el valor de la conductividad térmica del sólido. El 2r-Oz presen-
ta menor aumento por radiación. 
En los materiales porosos, el tamaño de los poros afecta no 
tablemente a los valores de la conductividad térmica. El fluido 
que llena los poros es normalmente aire y para tamaños de poros 
5. \0'^ (mm) la convección es despreciable y el camino libre medio 
de las moléculas es superior al tamaño del poro, y la contribución 
a la conductividad térmica del gas disminuye cuando aumenta la tem-
peratura. El efecto de radiación es mayor cuando el diámetro del 
poro aumenta de acuerdo con la ecuación 
(1) 
donde, t)p es el diámetro del poro y las restantes variables han 
sido consideradas en los capítulos anteriores. 
Considerando el sólido como una matriz con poros aislados 
se puede escribir 
r -»
 (2) 
Para diámetros pequeños \¿.~•"u^Kg 
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Si se agrupan los poros en serie,el aislamiento es más efec-




donde "0^  es el % de volumen del sólido. La ecuación (3) supone 
capas continuas de poros en forma análoga a polvos aislantes. Los 
valores más bajos de fe^ deben obtenerse con poros pegúenos y mate 
riales opacos. Para aislantes de alta temperatura, los materiales 
porosos presentan fenómenos de sinterización lo gue obliga a ele-
gir materiales poco sinterizables, es decir puros y con tamaños de 
poro lo más uniforme posible. 
Para temperaturas superiores a 1100°C , los materiales se 
sustituyen por sólidos, gue normalmente tienen mayor conductividad 
térmica gue los aislantes porosos, pero presentan facilidad de pre-
paración y aplicación. Los ladrillos de carbón porosos constituyen 
una excepción, y la conductividad térmica puede alcanzar valores 
de 0,86(Kcal/hmcC) en un amplio intervalo de temperaturas 
1500-2000(oC) , lo gue indica un efecto despreciable de la radiación 
en el margen considerado. 
Las fibras aislantes de alta temperatura se han desarrollado 
en los Gltimos años, siendo las más importantes: carbón, sllico 
aluminosas y de óxidos puros Si02 , A1203 y Zr02 . Se emplean 
en forma de ramas, matas o tejidos, y sus temperaturas máximas de 
operación son del orden de 1300(°C) aungue en periodos de tiempo 
no muy largos pueden alcanzar 1500(°C) . La conductividad térmica 
de estos materiales varia con la temperatura y la densidad de las 
fibras, tal como se indica en las figuras 3.1-4(b) y 3.1-4(c) . 
Ejimplo.- 3.1-4(1) 
Se desea estimar el aislamiento para un horno de tratamientos 
gue debe funcionar a 2000°C de vacio y cuyas dimensiones interio 













ZOO 4 0 0 600 
Fig. 3.1-4(b).- Conductividad 
de materiales fibro-
sos en función de la den 
sidad y de las contribu-
ciones por conducción, 
convección y radiación. 
Fig. 3.1-4(c).- Conductividad 
térmica R^ de materia-
les fibrosos-densidad. 
la pared exterior 40*C) 
Solución: 
A 2000fd) y en vacio se pueden elegir 
a) materiales densos 
b) materiales de fibras 
c) reflectores 
Los materiales densos tipo circona tienen conductividades térmi-
cas elevadas frente a los materiales de fibras, y por ello, se 
eligen: 
1) Grafito en tela de 5 (miti} de espesor 
2) Circona con Y ^ en tela de 2 (mri} de espesor. 
3) Láminas finas de volframio. 
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1) Gn.aii.to 
T(°C) 500 1500 2500 
k.(Kcal/hm°C ) 0,08 0,25 0,5 
En forma analítica puede hallarse K=O~ + < > y
 a partir 
de los datos se tiene a = 0,07 ; b = 0,07.10 
Para una temperatura en la superficie externa del horno de 
40°C 
4o 
admitiendo que las partes superior e inferior están más aisladas 
que la superficie lateral 
^
M L Í S É T ) 
\0 
Obteniéndose 
^-(iT^) 16.2.IC? 1,3,40 A S.S-lO2, 2,^10* l.fc.lfl5 1,4.10* 8?8 
Número de 

















fec=¿ O ,o3 i+0 , loq \0-6 "TK*¿)* 
y se obtiene 
4(Jtel\ 
N°Capas a i s 
l a n t e s . 
6 , 2 . 1 0 3 
5 
4 , 9 . 1 0 3 
10 







3) Lim-inai de. vot¿lam¿o 
La emisividad de volframio vale 
TfcC) 40 500 1000 2000 
£ 0,02 0,08 0,15 0,3 
Por la ecuación 
T- nsTTiríS S Í s,^, f.-í.-o.os 
<K_ ™ a»? [oL3l^3¿3^ 
donde n es el numero de láminas, véase ejemplo 1.4-3(1) y 
i (%fg\ 6,6.10" 5,4.103 533 
Número laminas 5 50 500 
En consecuencia el orden de preferencia serla: circona, grafito, 
reflector. 
2. A¿¿¿antz6 pala te.mpziatu>ia6 ¿nte.Kme.diai: 
Cubren un gran numero de aplicaciones industriales, generali 
i 
zadas en sistemas de producción y distribución de vapor, indus-
trias de transformación e industrias químicas. Entre los materia-
les más utilizados se encuentran: 
a) Polvo de caparazones de diatomeas; 
b) Ladrillos cerámicos de baja densidad; 
c) Silicato calcico con amianto. 
d) Oxido de magnesia en polvo y aglomerado con amianto; 
e) Lanas o fibras de roca; 
f) Lanas o fibras de vidrio; 
g) Vermicalita expandida con y sin cementos; 
h) Fibras cerámicas 
i) Vidrio celular; 
j) Sistemas metálicos reflectores. 
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Los materiales anteriores se preparan en placas, tubos o telas, rl 
gidos, semirlgidos o flexibles según modelos y normas de aplicación 
de las firmas comerciales. En estos intervalos de temperatura son 
muy utilizados( las fibras de roca o de vidrio que sustituyen con 
ventaja a los aislamientos de silicato calcico con amianto, debido 
a los efectos nocivos para la salud de este ultimo. La conductivi-
dad térmica varia generalmente en forma lineal entre 100-400^Cy y 
sus valores son del orden de 6,02. lcrx ^KauyKvrit,) Tablas véase 
Apéndice II. 
3) K-i&lantíi pana timpe.KaXa>La.i> bajan, 
Las aplicaciones de éste intervalo de temperatura son: usos 
domésticos, alimentación y un amplio espectro de procesos flsico-
químicos tales como separación de gases, acondicionamiento de 
aire, almacenamiento de gases, recuperación de disolventes, fermen 
taciones, etc. 
Los materiales aislantes son muy numerosos; se extienden desde 
productos naturales tratados convenientemente como, corcho, madera 
fibras, vegetales, hasta productos orgánicos gormas, plásticos en 
placas o fibras. Los materiales de fibras minerales mencionados en 
los apartados anteriores también tienen aplicación en temperaturas 
bajas. Dada la gran variedad de materiales resulta más conveniente 
agruparlos por su estructura: 
a) Materiales sólidos utilizados frecuentemente en construc-
ción, ladrillos, cementos, yesos, morteros y estructuras 
compuestas, entre otros. 
b) Fibras o lanas de vidrio, rocas, maderas, papel, cerámicas. 
c) Estructuras celulares porosas y no porosas; materiales 0£ 
gánicos e inorgánicos, vidrio celular, espurias de cloruro 
de vinilo, poliuretano, poliestireno, polivinilacetato. 
d) Polvos inorgánicos, diatomeas, vermiculita, óxido cerámi-
cos. 
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e) Láminas finas generalmente Al , recubiertas con materia-
les aislantes. 
Un aspecto importante en los aislamientos para bajas tempera-
turas es la presencia de humedad. Los materiales aislante suelen 
ser higroscópicos, del orden del 10% para presión de una atmósfe 
ra y humedad relativa del 50-80% . Si la presión de vapor de agua 
en el exterior del aislamiento es superior a la correspondiente al 
interior, se produce una difusión y el vapor pasa a la estructura 
del aislante. 
La conductividad del agua es del orden de 2 5 veces superior 
a la del aire y así, un aislante que presente baja conductividad 
térmica, cuando está seco, puede afectarse por la humedad ambien-
tal, cuando está instalado, y comportarse peor que un aislante 
de conductividad más elevada, pero menos sensible a la humedad. La 
distribución de humedad dentro del aislante es no lineal y la con-
centración de agua es mayor en las partes más frías. Y si la tempe 
ratura es baja, se producen puentes de hielo con aumento notable 
de la conductividad térmica. Por otra parte la condensación de 
agua desprende el calor latente que se transmite a través del va-
por de agua si la estructura no es muy cerrada, además de favore-
cer los fenómenos de convección. 
Una forma empírica para calcular, la conductividad térmica en 
función de la humedad, y utilizar los factores de convección sobre 
la conductividad térmica de los materiales en estado seco, es la 
siguiente: 
humedad (%) 1 2,5 5 10 15 20 25 
factor de multipli^ 
cación de k (en 1,30 1,55 1,75 2,10 2,35 2,55 2,75 
estado seco) . 
Un método efectivo de evitar la pérdida de capacidad de un aislan-
te por humedad es disponer barreras al vapor de agua utilizando v£ 
rios materiales donde la última capa presente un cierre cuasi es-
tanco. Se deben cuidar especialmente los puntos o zonas débiles ta 
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les como svjecciones, uniones de ángulos, válvulas y salidas de 
elementos de instrumentación, colocando cementos o materiales 
plásticos que no se afecten por las dilataciones contracciones o 
vibraciones de la instalación. Estos cuidados deben ser tanto ma 
yores cuanto menores son las temperaturas de operación. 
Los problemas de humedad han dado origen al desarrollo de ma 
teriales de estructura celular o expandidos, conocidos como espu-
mas, tanto inorgánicos vidrios y cementos, como orgánicos, polie£ 
tireno, cloruro de poli vinilo, uretanos. Los huecos o poros conte-
nían aire o gases de conductividad baja y por las dimensiones de 
los poros la convección es prácticamente despreciable. La fase ga 
seosa ocupa un elevado volumen del material, y el mecanismo que 
predomina es la conducción. Estos materiales son sensibles el en-
vejecimiento y una disminución de su resistencia al vapor de agua 
afecta notablemente a sus propiedades aislantes. 
El aislamiento con capas múltiples, se logra con fibras o 
polvos de baja conductividad térmica entre láminas de aluminio de 
baja emisividad. Estos materiales son también sensibles a la hume 
dad por lo cual es frecuente la necesidad de vacío, tanto mayor 
cuanto menor es la temperatura. Con estruoturas de 60 capas/cm 
pueden obtenerse conductividades térmicas equivalente de 
l,54.10-5(Kcal/hm°c). 
Los materiales en polvo también se utilizan para temperaturas 
bajas en vacio, y la conducción se hace a través del material del 
aislamiento rodeado de una capa de gas lográndose un sistema equi-
valente al aislamiento de capas múltiples. Presenta la ventaja de 
utilizar vacíos moderados de \o'x (mm de Hg) si bien hay que asegu-
rar la ausencia de humedad.Con tierra de diatomeas, o perlita pue-
den obtenerse conductividades térmicas equivalentes de 
(Kcal/hm°C) . Tablas, véase Apéndice II 
^•Lilamízntoi, dom(.¿t¿co¿ 
Los seres humanos desarrollan sus actividades físicas e inte-
lectuales con esfuerzo mínimo cuando gozan de un clima agradable, 
y para ello, los edificios deben estar protegidos para temperatu-
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ras extremas en invierno y verano, además de condiciones adecuadas 
de humedad y ausencia de gases nocivos, en el aire. Por otra parte, 
el consumo racional de energía en cualquier sistema impone la nece 
sidad de buenos aislamientos y así el acondicionamiento climático 
de las casas debe ser estudiado en el doble aspecto: humano y ener 
gético. 
El aislamiento térmico de un edificio depende de las estructu 
ras compuestas utilizadas en su construcción, proporciones volumé-
tricas, orientación y huecos de ventanas, puertas posibles, etc. 
Normalmente se introducen aislamientos suplementarios, lana de vi-
drio o roca, materiales de estructura celular o mezclas con cemen-
tos, en conjuntos normalizados. El tratamiento térmico es análogo 
al desarrollado en los capítulos anteriores, simplificado por el 
intervalo de temperaturas ambientales. Dado la variedad de estruc-
turas de materiales conpuestos que se utilizan en la construcción, 
se insiste en el análisis térmico de estas estructuras porque los 
efectos de humedad o disposición alteran considerablemente las hi 
pótesis de cálculo. 
El calor o frío necesario para acondicionar un edificio pue-
de estimarse en primera aproximación compuesto de tres factores: 
a) Ventilación 
b) Pérdidas por paredes 
c) Orientación. 
El calor de ventilación se expresa por la ecuación 
v-^^)
 (1) 
donde -, V, (m/lv) aire a renovar; t;t*¿); temperatura interior; 
tcC*0, temperatura exterior <^ , (Ktai/^^ calor específico por 
unidad de volumen a presión constante. Las pérdidas por las pa-
redes 
V a i t f c ^ (2) 
donde 17 ( ^ ^ ^ es el coeficiente de transmisión de calor com 
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Puesto para la estructura que se considere con aire a ti(°C) en 
el interior del edificio y te(°C) en el exterior. 
Las pérdidas por orientación se expresan en % de las pérdi_ 
das por las paredes. 
El calor total necesario 
^%+<\? + % (3) 
En la tabla 2.1-3,3(a) se indican valores para calcular los térmi-
nos de la ecuación (3) para elementos estructurales simples. 
E j implo . - 2.1-4 13) 
Estimar las pérdidas de calor en una nave de las caracterlsti^ 
cas siguientes: 
- 7.12 (mi2) de superficie; orientación NE y NO para la longitud 
de 12 m y la longitud de 7 m es pared medianera a naves a 
15fC) . 
3 plantas de 3,8 (ni) de altura con 36 ventanas metálicas 
de doble vidrio de 2.1 (pi} , 18 en cada fachada. 
Azotea compuesta de suelo de losetas cerámicas, vigas de honni 
gón armado con cuñas cerámicas y enlucido de yeso interior. 
Suelo de la nave con cemento de 20 en de espesor. 
Puertas de entrada, metálicas de 4.3,5 
Renovación de aire 25 m /h cada 100 (mJ) . 
Temperatura interior 22(?C) . Temperatura mínima exterior 
Funcionamiento continuo. 
Paredes fachada y medianeras de ladrillo hueco, cámara de 
aire y aislamiento de 7 (cm) con espesor total de 40 (ciri) . 
- Volumen i n t e r i o r  aproximado 7.12.3 .= 957 (m3) 
Pgrdidas en ventanas 
Pdrdidas en puertas 
4.3,5 (%%I. 6.13 keIDt) (22-0) b~ = \43\ 
Pdrdidas en s u e l o  nave 
Perdidas en azotea 
qc (ma). 1.3 (*~),ZZ-O%C~ = 274. 
PBrdida paredes fachada 
12. 3,$.3.2- 36.2 = \ 8 7 S  (.I 
Paredes medianeras 
i . ~ t ) . 0 6  (21-15)=153(%) k 
Perdidas por orientacidn 
2&~5.0,\ = 280,s ("~yh) 
Psrdidas por d ispos ic i6n  
2'&05.0,3 = 841 (uh) 
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Ca lo r t o t a l = 15SS •+ 5S44 + l<^i +T60i+n4"5- t l«os + 253-v 28o,s 4 « A \ 
TABLA 3 . 1 - 4 . 3 
COEFICIENTE TOTALES DE TRANSMISIÓN DE CALOR EXPRESADOS EN 
(Kcal/hm2oC). 
Pa.ie.dei exte.i¿o>ie.i 
Piedra dura con revestimiento interior 
30 cm de espesor 2,40 
45 cm " " 2,06 
60 cm " " 1,72 
Piedra semidura con revestimiento interior 
30 cm de espesor 2,15 
45 cm " " 1,97 
60 cm " " 1,63 • 
Ladrillo macizo con revestimiento interior 
30 cm de espesor 1,29 
45 cm " " 1,03 
60 cm " " 0,94 
Ladrillo hueco revestido por las dos caras 
15 cm de espesor 1.54 
20 cm " " 1,37 
30 cm " " 0,94 
Hormigón (composición normal) 
12 cm de espesor 1,97 
2 0 cm n " 1,37 
30 cm " " 1,11 
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Ladrillos huecos de hormigón 
40 cm de espesor 1,03 
Paredes exteriores compuestas 
Composición de la pared: ladrillo macizo, 
cámara de aire de 5 cm , pared interior 
de ladrillo hueco de 5 cm , revestimien-
to de 2 cm . 
20 cm de espesor total 1,37 
35 cm " " " 1,03 
45 cm " " " 0,86 
La misma pared con aislante de 7 cm . 
20 cm de espesor total 0,86 
3 5 cm " " " 0,77 
45 cm " " " 0,68 
Ladrillo hueco revestido, cámara de aire de 5 cm 
ladrillo hueco de 5 cm , revestimiento 2 m . 
25 cm de espesor total 1,1 
30 cm " " " 0,94 
4 0 cm " " " 0,77 
La misma pared con aislante de 7 cm . 
30 cm de espesor total 0,77 
35 cm " " " 0,68 
4 0 cm " " " 0,68 
Sue¿o¿ y tzcho¿ 




Suelo, madera sobre ladrillo. Techo, listones maderas 




Suelo, madera sobre hormig6n. Techo, yeso, vigas, hie 
rro, hormigón. Espesor total 20-25 cm. 
Suelo 0,86 
Techo 0,94 
Suelo madera sobre bovedilla ladrillo. Techo, yeso vi-
gas hierro bovedilla ladrillo. Espesor 20-25 cm. 
Suelo 0,86 
Techo 0,94 
Suelo vidrio 3 cm . Techo, vigas hierro, vidrio 
Suelo 3,18 
Techo 3,87 
Suelo madera, vigas hormigón armado. Techo, yeso zona 
intermedia hormigón. Espesor 2 5 cm . 
Suelo 0,04 
Techo 1,11 




Suelo madera. Vigas de hormigón armado. Techo yeso zona 
intermedia, cuña cerámica. Espesor 25 cm 
Suelo 0,86 
Techo 1,03 
Pue.'itaó y ve.ntana¿ 
Ventana exterior de madera (30% madera, 
vidrio simple) 4,98 
Ventana exterior metálica 6,02 
Ventana exterior de madera y doble vi-
drio 3,18 
Ventana exterior metálica y doble vidrio 3,69 
Doble ventana de madera 3,18 
Doble ventana metálica 3,18 
Puerta madera 3,18 
Puerta metálica 6,27 
Ventanas interiores de madera 3,09 
Ventanas interiores metálicas 3,61 
Puertas interiores de madera 2,49 
















10 cm de 
15 cm " 










25 cm de espesor 
40 " " 
1,8 
1,46 
10 cm espesor ladrillo macizo 2 
10 cm " hueco 1 
Azote.a.6 
Suelo, losetas cerámicas 
Vigas, hormigón armado 
Techo yeso 
Zona entre suelo y techo cuñas cerámicas 
Espesor 30 cm 
Suelo o techo 1 
Suelo, losetas cerámicas 
Vigas hormigón armado 
Techo yeso 
Espesor 20 cm 
Suelo o techo 2 
Suelo, cemento 
Vigas madera 
Espesor 5 cm 4 
10 cm 4 
15 cm 3 
Cu.bie.itai 
Pizarra con recubrimiento 
Placas de uralita sobre madera 
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0K¿zn£ac¿6n 
En paredes orientadas a N , NE y NO aumentan 10%. 
Clima 
En zonas de humedad aumentan 10% en paredes exteriores 
V¿e.ntoi 
Para velocidades superiores a 4 m/s aumentan 
de transmisión de calor en 5% si V = 1 ; 10% si 
si V = 5 . 
V¿tpo&-ic¿6n de pah.e.dzt, ex-tet-ío-teá 
Paredes contiguas en ángulo recto aumentar 
" opuestas entre si aumentar 
3 " unidad 
* i i n n t i i i 
Altaica 
Hasta 4 m aumentar 2% 
Para alturas superiores a 4 m aumentar 4% hasta un máximo 
de 20% . 
Vent-¿lac¿6n 
Salas comunes 25 m3/h para locales 0-100 m3 
20 " 100-500 m3 
15 " 500-1000 m3 
Salas de muchas personas o presencia de gases nocivos reno-
vaciones de acuerdos con las necesidades. 
el coeficiente 






4) K4.iLa.mie.nto pcuia te.mpen.a.tuia.& ci-íogén¿ca¿ 
Los materiales para aislamientos de temperaturas muy bajas 
son generalmente los mismos que los mencionados para temperaturas 
bajas con la salvedad de una mayor calidad, distribución de estruc 
turas, vacíos superiores y perfección de las instalaciones, gene-
ralmente, se realizan por firmas especializadas. Los tipos de ais-
lamientos más frecuentes son 
a) Reflectores con vacio 
b) capas múltiples 
c) Polvos 
Los reflectores son metales muy pulidos con emisividades muy 
bajas del orden de 0,01 . Estos metales se obtienen por deposi-
ción en los más caros como oro o plata, o por pulido con elimina-
ción de vestigios de impurezas de grasa o aceites, en materiales 
estructurales de cobre o aluminio. La transmisión de calor por con 
ducción en el gas del medio, se reduce por vacio superior a 10 (Y»™") 
de Hg. Las pérdidas por radiación se calculan por las ecuaciones 
del apartado 1.4-3 y las pérdidas por conducción por la ecuación 
de Kundsen para gases en vacío 
<\
 AX±L\/JL1.HV-^ , 
donde A es el coeficiente de acomodación 
A, y Aj son los coeficientes de acomodación a las temperaturas 
T, y T» y que definen los intercambios de energía entre las mo 
léculas del gas y la superficie. En superficies limpias metálicas 
a 300°K , A vale 0,3 para Hj y H{ , 0,7 para Ne y 0,8-0,9, 
para K^ y Oj . En el punto de condensación del gas, tienden a 
valor unidad. TK^i+^/a; y es la relación de calores espe-
cíficos ^ ?/Cv ; P es la presión del gas; M , peso molecular; S 
superficie. 
En los aislamientos de capas múltiples, se disponen capas 
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alternadas de láminas de aluminio con láminas de fibras de vidrio 
de 0,01 mm de espesor formando conjuntos de 15-40 (capas/cni) y 
densidades globales de 50-300 (kg/m3') . La resistencia térmica a 
la radiación la dan las láminas de aluminio y la resistencia a la 
conducción el material de fibra de vidrio. Para aumentar la resis-
tencia a la conducción, el sistema se pone a vacío, obteniéndose 
— 3 
valores de la conductividad térmica equivalente, de 2,6.10 
(Kcal/hm°c) a 10~A mm de Hg , hasta 2.10~S (¿tcal/hm'c) a 10~ 
mm de Hg, para un intervalo de temperatura de la pared fría com-
prendido entre 20°K - 75°K . 
Los materiales pulverulentos de bajas temperaturas son de 
naturaleza orgánica, como esférica fenólicas, o inorgánicas, como 
perlita, obtenida por calcinación con agua de cristalización de ro 
cas volcánicas, o los aerógeles de sílice, obtenidos por vaporiza-
ción de gel de sílice con expansión y condensación posterior. Las 
conductividades térmicas de estos materiales oscilan entre 
2,4.10~ (Kcal/hm°CJ con densidades de 100 (kg/m4) . Su resistencia 
a la radiación puede aumentarse por recubrimiento con polvo de alu-
minio obteniéndose conductividades equivalentes del orden de 
4.10- ÍKcal/hm°C) . El vacío aumenta la resistencia a la conduc-
ción, y con valores 100 veces inferiores al vacío de capas múl-
tiples, es decir, del orden de 10~ mm de Hg , se obtienen condu£ 
tividades térmicas equivalentes con gel de sílice de 4,5.10~ 
(Kcal/hm°C) . Los polvos, presentan la desventaja de la abrasión, 
propiedades higroscópicas y combustión con aire, si son orgánicos, 
consideraciones a tener en cuenta, en la elección y diseño de es-
tos aislamientos. 
Los aislamientos del tipo multicapas se utilizan frecuente 
mente para líquidos de bajas temperaturas de ebullición HeC4,2A°v¿) 
H-(2O,3q0K), Mj(0(20,16»^ i\|e(-n,o-?°k) mientras que los polvos se usan 
para líquidos de temperaturas de ebullición superiores; Aire (T-%,8 
Tablas, véase Apéndice II. 
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Ejemplo: 3.7-4(4) 
Un depósito para almacenar oxigeno líquido tiene dimensiones 
de 2,75 m de diámetro y 17 m de longitud. Se desea conocer el 
espesor de aislante de perlita expandida de densidad 200 (kg/m3) y 
a vacío de 10 mm de Hg para que las pérdidas por evaporación 
de oxígeno no superen 0,13% del volumen total por día. 
Solución: 
La conductividad térmica de la perlita expandida entre la 
temperatura ambiente 293°K y la temperatura de ebullición normal 
del 02 90,19°K puede tomarse 0,0017 Kcal/hm°C . 
Volumen del depósito 
U#L = 3.M. 154. n = \oo,c\ {»¿) 
4 A 
Volumen ocupado por 02 gas ^  5% del volumen total cy 5 (¡f*$) 
Volumen de oxígeno líquido 95,9 (m^ ) . 
Pérdidas de oxígeno por día 35,4.0,0012.= Q,«4 (mVaia) 
Calor de vaporización del oxígeno 50,9 Kcal/kg ; densidad 
1140 (kg/mi) en estado líquido. 
Calor admitido a través del aislamiento 
0 , U 4 ( ^ . U 4 o í ^ p , ^ . M (10% a ^avés de anclajes) = l<K\A^/á^) 
y finalmente «.« (íM * fcm&f 3 M l " * ^ 
y^_0,v"í5(m de espesor) 
- 148 -
3.2. Supe.ií¿c¿e.¿ e.xte.nd¿da.& 
En el apartado (3,1) se han tratado los problemas relaciona-
dos con cuerpos de espesor constante y la tercera dimensión infini_ 
ta y, en consecuencia, las superficies interna y externa son nor-
males a las líneas de temperatura y el calor fluye en una sola di-
rección cuando la disposición de un cuerpo es de la forma que se 
indica en la Fig. 3.2(1), la dis_ 
tribución de temperaturas no es 
uniforme sino que las líneas iso 
térmicas son perpendiculares a 
las líneas adiabáticas y si L-y^>\_2 
6 L* se cumple la ecuación 




Si la transmisión de calor al 
fluir tiene lugar por convec-
ción con un coeficiente h; 
constante en toda la superficie 
del cuerpo, la ecuación (1) tie 






donde t es la temperatura del fluido y 
térmica del sólido. 
es la conductividad 
Si el espesor del cuerpo se reduce a valores pequeños, del 
orden de milímetros, la distribución de temperaturas dentro del só 
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lido se modifica de forma tal, que puede admitirse una distribución 
de temperaturas constante en los planos K de la dirección OX 
Fig. 3.2(2). Esta simplificación permite obtener soluciones anallti_ 
cas por métodos sencillos, tenien-
do en cuenta que las soluciones 
correctas se obtienen a partir de 
la ecuación (1). 
Las superficies extendidas 
tienen amplias aplicaciones en la 
transmisión del calor, desde los 
conocidos radiadores de automóvi-
les o equipos de aire acondiciona 
do hasta los elementos combusti-
bles de reactores nucleares refri^ 
gerados por gases, elementos de 
absorción y eliminación de ener-
gías en vehículos espaciales, o 
equipos de refrigeración y calen-
tamiento de la industria química. 
Antes de resolver los problemas 
de transmisión de calor en superficies especificas es conveniente 
considerar una interpretación intuitiva de la necesidad de superfi^ 
cies extendidas. 
Consideremos nuevamente el caso de una pared plana que calien 
ta a un fluido a temperatura t figura 3.2(3) 
Fig. 3.2(2) 
q = WS,(TO-T')_(T 0--T N)S, 1





donde f-t fiM son las resistencias térmicas 
por unidad de superficie, de conducción y convec 
ción respectivamente. En una superficie extendi-
da como en la Fig. 3.2(2) la resistencia <tc 
disminuye respecto a la misma superficie sin ale 
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ta puesto que Ax, •= Ay 2 y q aumenta, pero no en forma propO£ 
cional porque C^ »~^ ) e s m e n o r a niedida que aumente Lx • Por 
otra parte, para valores pequeños de h , como es el caso de gases 
rT<¡ es bastante menor que "^ TC*. en superficies sin aletas, 
y un aumento <~-rc por la presencia de aletas, supone un mayor 
q , debido al incremento de la superficie de intercambio. Asi pues, 
las superficies extendidas, son tanto más convenientes cuanto ma-
yor es la resistencia térmica de convección frente a la resisten-
cia térmica de conducción. 
Las superficies extendidas se conocen con el nombre genérico 
de aletas y sus secciones rectas o perfiles, son superficies que 
se corresponden a figuras geométricas con posibilidades de fabri-
cación en serie, tales como: rectangulares, triangulares, trape-
zoidales parabólicas e hiperbólicas como se indica en la Fig. 





CON v e n 
( I I 
< " • • • • : : 
F i g . 3 2(4 
lación de longitud a espesor de 5-50 , para espesores de 
0,5-10 mm . 
Las aletas se pueden disponer sobre superficies planas o 
curvas tal como se indica en la Fig. 3.2(5). Cuando la disposi-
ción es del tipo longitudinal se admite que la superficie base 
donde se apoya la aleta es plana, siempre y cuando el radio del 
Fig. 3 .2 (5 )  
tub0 sea elevado frente a1 espesor de la aleta. Cuando las aletas 
son sdlidos &e revolucidn o paralelepzpedos se denominan pnotube-  
aancia6 y su disposicidn puede admitirse sobre superf icies planas, 
cuando la superficie de la protuberancia en la base sea pequefia 
frente a superficie de esta tiltima. Es conveniente insistir, que 
las protuberancias se tratan en este apartado, con distribuciones 
de temperatura constantes para cada seccidn recta, normal a la su 
perficie base, lo cual equivale a admitir que la relacidn de altu 
ra de la protuberancia, a didmetro o dimensidn equivalente es ele 
vada. Cuando esta hip6tesis no se cumple hay que estudiar el fen2 
meno de transmisidn de calor en tres dimensiones con las corres- 
pondientes condiciones en 10s lhites. 
Las aletas o protuberancias se disponen en las superficies 
base constituyendo un elernento. El elemento mds frecuente es un 
tubo donde el n b r o  de aletas o protuberancias es variable, del 
orden de 1-6/cm para las aletas, y una distribucidn de retfculo 
cuadrado o triangular para las protuberancias. Los elementos se 
acoplan en'serie o paralelo pata satisfacer las necesidades t&mL 
cas constituyendo un intercambiador de calor. Cuando el fluid0 
que circula por las aletas estd confinado y se mueve por una bom- 
ba de circulacidn hay que tener en cuenta la energla necesaria pa 
ra mantener el coeficiente h de conveccidn a travss de 10s ele- 
mentos con aletas, tratando de lograr que la energfa tsrmica ex- . 
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traida sea máxima frente a la energía gastada para mover el fluido. 
Esta situación conduce a un estudio de los métodos y costes de fa-
bricación mantenimiento y rendimiento de elementos de aletas, cuyos 
valores óptimos pueden no coincidir necesariamente con los óptimos 
térmicos, por ello, un análisis de estos últimos es importante, tan 
to desde el punto de vista de fabricación de modelos normalizados, 
como de la elección del modelo más adecuado por parte del usuario. 
3.2-1,1. klttat, en ¿upe-t^ -tc-te-i planai: Pe.i{¡¿te.¿ \e.ctangu.¿a-ie.¿ 
Los perfiles rectangulares sobre superficies planas constitu 
yen el caso más simple de superficies extendidas. Se pueden dispo-
ner en una pared plana, sobre la longitud axial de un tubo en di-
rección longitudinal, con hélices de paso elevado o sobre superfi-
cies arbitrarias de gran radio de curvatura. El tipo de elemento 
con aletas longitudinales rectangulares es de fácil fabricación 
por extrusión o fundición. En casos especiales, como sucede con 
las aletas de elementos combustibles de reactores nucleares de 
uranio natural y refrigerados por dióxido de carbono, las aletas 
longitudinales, con estructura de e.¿c¡azlíto di pzicado, se mecani-
zan sobre el material de aleacción Magnox de la base. El material 
Magnox tiene una baja sección de captura a los neutrones, condi-
ción indispensable para cualquier material utilizado en los reac 
tores de uranio natural, para los cuales la economía neutrónica 
es imperativa. Las aletas unidas a la base sin discontinuidades 
por soldadura o presión no tienen resistencias térmicas de contac 
to y son adecuadas para temperaturas elevadas dado que la base no 
se altera por dilataciones térmicas diferenciales siempre que no 
sufran efectos corrosivos o excesiva deformación. 
En la Fig. 3.2-1,1, se representa una aleta longitudinal cu 
ya temperatura en la base es T„ , con un fluido al exterior de 
coeficiente de convección h y con un gradiente de temperaturas 
entre la superficie de la aleta y el fluido, suficientemente bajo 
para que la transmisión de calor por radiación sea despreciable. 
En régimen estacionario, el calor que pasa por conducción a 
través del elemento A* es el mismo que se pierde por convección 
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Fig . 3 .2 -1 ,1 
en la super f i c i e de a l e t a , c o r r e s -
pondiente a l elemento dun 
te Y 41 l í ^ * * ^ 2W\(T-Q ¿= 
dx* fe ai ( i ) 
La solución de la ecuación (1) ne 
cesita condiciones en los limites. 
Estas condiciones pueden ser: 
a) Condiciones teniendo en cuenta el calor perdido por la cabeza 
de la aleta, es decir: 
T=T 0 «~v X=o 
¿ x ~ fe 
b) Condiciones aproximadas, despreciando el calor perdido por la 
cabeza de la aleta; tanto más aproximada cuanto menor es AZ 
T:rT0 
¿X 
Aplicando las transformadas de Laplace Apéndice I con las condicio 
nes de a) resulta 
Ldx*] 
l rxWr-1. ak feVn K^ L
 W A T ] -
 fcA7 
donde t($« Lt"0 
f C ^ - ^ C . S + c * 
pasando a las transformadas inversas 
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Teniendo en cuenta que *V<Jtx = " ? ? ' y suponiendo t = 0 pa-
ra facilidad de cálculos 
Wv C, S*~L bnC) + C, OnW^L) , - ^ C , «U*"-0 * % ** 
por la condición "T= T„ ^ * = ° j C'rTo 
_
 T r Cg^MM) * ^ M 4 - S W l {3) 
La ecuación (3), da la distribución de temperaturas en la direc-
ción OX de la aleta rectangular. 
La cantidad de calor q que pierde la aleta a través de la 
superficie, es el calor que pasa por la base, y si Y=l 
v+H8L.-v«^mAa 
. tAWCmQj (4) 
Se define la eficacia o rendimiento térmico de la aleta ty , por 
la relación entre el calor transmitido y el que se transmitirla 
si toda la superficie de la aleta estuviese a la temperatura de 
la base \ , es decir: 
Si se consideran las condiciones b) resulta 
(5) 
(6) 
para la distribución de temperaturas en la aleta en la dirección 
(7) 
- 155 -
\n- fc^U^LI (8) 
La condici6n ^{/¿L-0 aplicada a la ecuación (4) conduce a $- =• \ 
r-r— tetrv. 
que teniendo en cuenta el valor de v*v= y^K/feA7 
La ec.(9) indica las condiciones para colocar aletas sobre 
una superficie. Si la resistencia térmica por unidad de superfi-
cie de aleta por conducción es menor que la resistencia térmica 
correspondiente a la convección se debe colocar aletas, mientras 
que, en el caso contrario, las aletas producen un efecto refrige 
rante tal como se ha expresado en forma cualitativa en el aparta 




Para gases h es pequeño y con aletas metálicas la relación es 
inferior a la unidad; en el caso de aletas de aluminio de 4 mm 
de espesor y h ca Iso • (K^^y^-J el limite de h serla 
U T ^ = 1 5 o o o ( U í ^ w ^ 
valor muy elevado aun para procesos de cinética rápida en los 
cuales se alcanzan 20000-30000 Kcal/hml °C . 
La comparación de las ees.(4) y (8) pone de manifiesto que 
las variaciones entre ambas depende de la relación de resisten-
cias térmicas y del valor de L . Se han propuesto soluciones de 
aproximación considerando un aumento de L equivalente a ^ya y 
otras análogas. Cuando se trata de aplicaciones cuya oscilación 
en h es superior al error de las ecuaciones anteriores puede 
utilizarse la ecuación simplificada, mientras que, en situacio-
nes más precisas, se pueden utilizar las aproximaciones anteriores 
o bien métodos analíticos o gráficos de transmisión de calor en 
dos dimensiones como se verá en el apartado (3,4). En la tabla 
3.2-1 y gráfica 3.2-1 se dan valores de la eficacia y de aletas 
rectangulares sobre superficies planas correspondientes a la ec. 
Teniendo en cuenta la superficie que no tiene aletas, la can 
tidad de calor total que pasa a un fluido a temperatura t 
donde Sh y S son las superficies con ysin aletas respectiva- 
mente. Para otros perfiles SA N 2 L x Y  si Az/z ea pequeiio. 
Una aleta longitudinal de perfil rectangular tiene unas di- 
mensiones de 15 mm de altura y 0,5 mm de espesor. La tenpera- 
tura en su base es de 90°C y la temperatura del fluido que la 
rodea es de 20°C con un coeficiente de transmisidn de calor de 
10 (~cal/hm~ O C )  en conveccidn natural y de 100 (~cal/hm= OC) en 
conveccidn forzada. 
Calcular para materiales de cobre, aluminio y acero,para 
h = 1 0  y h - 1 0 0 :  
a) Temperaturas a distancias de 5 , 10 y 15 mm desde la 
base 
b) Eficacia 
c) Calor transmitido a1 fluido par metro de aleta 
d) Relacidn del calor transmitido a1 fluido por la aleta a1 
calor que se transmitirla si la aleta no eiistiese. 
Las conductividades de 10s materiales, ~pgndice 11 son 
b,= a5 (VUXCC) tll= 181.5 (*%,,,+i) L= 4 4 b k W 2 )  
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a) y b) Por la ec.(3.2-1,6) se calcula la distribución de tenpera 
turas cuyos valores se indican en la tabla adjunta. 
Distancia Temperaturas(°C) Eficacia^") h 
Material a la base ec. ec. ec. ec. 
(mm) (6) (3) (8) (5) (Kcal/h=i2 "c) 
5 89,4 89,4 10 
Cobre 10 88,9 88,9 10 
15 88,8 88,7 0,99 0,99 10 
5 88,8 88,8 10 
Aluminio 10 88,1 88,1 10 
15 87,8 87,8 0,95 0,95 10 
5 85,2 84,6 10 
Acero 10 82,8 83,2 10 











































c) Superficie/m aleta = 2L + Z = 2.0,015+0,0005^:0,030 mz/m 
Despreciando el calor de la cabeza de la aleta 
Para W = 10 (¡¿¿«l/km1 *) 
C ^ = 10.10.0,030.0,^= 3 o , l ( H t . m < l « ^ 
£ ^ _ "lo. 10.0,030.0,^ = W'q 
a - -|o. 10.0,03o.ofiA - 1*V+ 
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Para V v = lOT) (WC¿LL/WYY¿»C) 
^c^- ~lo. \oo . D.OhO . Ofl\l •= \<*i^ O^/w.^eVeta) 
^At ^ lo. loo. 0,01o. o,$6 4= \8l, 2> » 
d) Calor que se transmitiría sin aleta/m de aleta 
° ) = k , S CT0-t^ - W.T-o. o.ooos VúdJjM ¿e sección recta^ 
Para W = \0 ( ¡ f c ^ j ^ . ^
 0 ^ ( % ) 
Para m de sección recta) 
<\ ~ 3 * 
VlK{JLL 6pt¿mo 
El peso de las aletas es proporcional a la densidad y área 
recta. Cuando se trata de elementos de aletas para vehículos, es 
importante lograr un valor máximo de q para un área dada. Si 
se admite que el calor transmitido por la superficie de la cabe-
za de la aleta es despreciable, la ecuación (7) puede escribirse 
Y aT.y¡IIL H ^ 5 ¡ . •u) (12) 
Si el airea recta vale A- Az\-
El espesor óptimo es aquel que cumple QQ-o . Derivando la ecua 
ción (13) e igualando a cero resulta: 
(14) 
donde M,- ^  L= &V"£- •(A1) . Resolviendo la ecuación 
(14 1' resulta 
Para la aleta del ejemplo 3,2-1,1(1) calcular: 
a) Valores de h para 10s cuales el espesor es 6ptimc 
b) Eficacias 
C) Si el valor de h se fija en el 6ptimo del cobre hallar 
el valor de q pdr kg de aleta. 
a) Por la ecuacidn (15) 
. ~ ~ = ~ , 5 . \ 0 - ~ . 0 , 5 . \ 0 - ~ ~ ~ = 5 , 6 ~ . \ 0 - ' \  
A2 ' 
b) La eficacia es la misma para 10s tres rnateriales y 10s 
valores de h calculados anteriormente. 
- Valores de ml ; para k = 72\15 ('&hl"L) 
&L)&= 1,411 j (mr~)~~= 1187 (-qO= 584 
- eficacias 
&IL= 0,629 j (7 = *15' = 0a26 
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- Superficie/kg aleta, despreciando la superficie de la 
cabeza 
1 LY 2. 
YL A l t AíY 
Calor/kg aleta 
W 
n { *¿d\ - (•.-$ V, Z$X = (Tj-f) Vi ^ k = 10.4. ^A3. ^
 = 4,04.\o ^ 
( ^ = * « D ( $ $ i & t o f ™ " ^ > (^V=^8 I(^) 
3,2-1,2. A¿z£a¿ ¿oble ¿upe.ií¿c¿e.¿ plancu. Pziiíln tn.4.angulaJie.¿ 
La ecuación de transmisión de calor para un perfil cualquie 
ra de la forma 7-f (x) se obtiene haciendo un balance térmico 
en un elemento ¿oc , con la hipótesis \¡ l+Z' o¿ *
 p resulta 
dx 
7 4Ü + ¿a- ¿I - k (T-t) (1) 
Para un perfil triangular, Fig. 3,2-1,2 T- — X y la ecua-
ción (1) se transforma 
en 
donde J»T.= 
y la temperatura del 
fluido se supone valor 
cero por comodidad del 
desarrollo matemático. 
Fig. 3.2-1,2 La ecuación (2) 
se identifica con una 
ecuación de Bessel (Apén 
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d i c e I) y o)
 = 2 • fc = 0 : b = o ; uJ = cHÍa = avw>Ti. , n = j £ S - -< 
y l a s o l u c i ó n genera l e s 
T=C
' Ua«Q 
De la condición x-=o V«,(o^ = oo C 2 =o 
y la condición *=L T - T . c,= V u C * " ^ 
y la solución de la ec.(2) 
La cantidad de calor eliminada por la aleta 
(4) 
Integrando término a término y teniendo en cuenta que 
T „ M = *+-*? + ^  A — ; 1,60 = *.+.£. v * ! ^ * — 
,, 2.WYT. I,(amÜ
 (5) 
y la eficacia de la aleta triangular 
í~ %, iVvYLTo" mulcCanxL-) (6) 
Valores de la ec.(6) se indican en la gráfica (3.2-1) y tabla 
(3,2-1). 
Pe.KÍ¿¿ óptimo 
El área del perfil es ^rL^s y de la ec. (6) para la unidad 
de V 
haciendo 2vn.\_^flI= 4^VTí(gr^ y teniendo en cuenta que 
el Cptimo se cumple para 4zQ —n resulta 
da 
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±_ M W n 0 (?) 
y finalmente 
l.(N¿) I,CMÍ) * % S4íil) I,0>¿) = 1 ^ ^ (8) 
Resolviendo (16) por las tablas de funciones de Bessel, Apéndice I 
y las ecuaciones de recurrencia se obtiene N!2 = 2.ICI%8 y 
Ejimplo (3,2-1,2) 
Sobre un tubo de una aleación de aluminio de 20 mm de diá-
metro exterior se desea, colocar aletas longitudinales de perfil 
triangular. La base de las aletas se estima en 1 muí y la distan-
cia entre bases 2,5 mm para mantener un coeficiente de convec-
ción h de 1000 (Kcal/hm °c"). La conductividad térmica del mate-
rial es 100 0<cal/hm°c) se desea conocer: 
a) Dimensiones del perfil óptimo de las aletas. 
b) Calor q transmitido por m de tubo si la temperatura 
de la base es de 165°C y la del fluido 110°C . 
Solución: 
a) La longitud para el perfil triangular óptimo es ec. (18) 
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El perfil de la aleta triangular es de 1 mm de base y 7,7 mm 
de altura 
b) 
V ¡ - _ L L 1 £ — - O C T • q = \o*.0ts-io)(o1o44+oa'7.o16-0-i«fcí;(ksán 
/_
 \,ofcfe.^ s » + W 
3 .2 -1 ,3 . AJLztat ¿oble &u.pz>ii¿cie.6 plañen,. Vzn^itíi pouiab6l¿co c6n_ 
cava. 
1 , ( 2 " ^ . 1,(9.1-1)» t.«6 , "LC3.«V 3'5S 
El perfil geométrico de la Fig. (3,2-1,3) responde a la ecua 
ción 
Z- &1 &Y z.W 
y por la ec.(3,2-1,2(1)) 
se obtiene 
que es una ecuación del 
tipo Euler con solución 
>= * . Sustituyendo en 
(1) resulta 
Fig. 3 .2-1 ,3 
X2 X 2 
y la solución general de (1) 
T ^ C,yT,+ CiXrx (2) 
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y s i p a r a * = ° '< C* = ° i X = L ' T = T ° 
-T="T„(VLY' (3) 
y l a e f i c i a c i a 
. ^ l i * - i ^ - - ^ = ,
 (4) 
En la tabla (3,2-1) y gráfica (3,2-1) se indican valores de la 





Se desea calentar 50000 (kg/h) de un producto de densidad 
0,7 5 (gr/cm^ ) y calor específico 0,35 (Kcal/kg°C~) desde 80°C a 
120°C utilizando tubos con aletas longitudinales de perfil pa-
rabólico cóncavo de 1,5 mm de espesor sobre tubos de acero de 
20 min de diámetro exterior. La temperatura de la base de las 
aletas se estima en 150°C en toda la longitud del tubo y el 
coeficiente de convección es de 500 (Kcal/hnr °C). 
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Se desea conocer: 
a) Dimensiones de las aletas y número de ellas teniendo en 
cuenta que la distancia entre bases contiguas es de 
2,5 mm y la conductividad térmica del material es de 
60 (Kcal/hjn°c). 
b) Número de tubos necesarios de 3 m de longitud 
Solución: 
a) El perfil óptimo dado por la ec.(7) 
(L\p= 1,44a (^7» a ,,4da(^.too,.(5gf» 
C0oT -= \l 1,4-42. é£.)£. - x/l.AAi.liSiip-1. feo _ q , 3 . to-3 (W) 
' 3 K * 3 s o o 
El p e r f i l de l a a l e t a e s de 1,5 mm de base y 9 ,3 mm de a l t u r a 
número de a l e t a s por tubo 
M
»~ ~^l ~ 1<5."? ~ 16 a l e t a s / t u b o 
b) E f i c a c i a de l a s a l e t a s 
2. i 
l l ~ = - = 0,61 
\ -v\ jU4 (2Vv \ Li uvUo.i.s.io'^+g.^oo.q^.'o"" 
N ^k.A1j V CO.1,5. \0"i 
Utilizando la tabla (3,2-1) o gráfica (3,2-1) para mL = 0,98 ; 
V]= o,ca j calor q por metro de tubo 
SCÍ (nt>- le.1,5 \o"3)^ (ti.io-i&.i,'5>vo^^o,oifts(vvvyw.tuW^ 
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puesto que 
AS* = \¡ MU* = \ [ ^ - A* = ^ v^g? • A% 
r,-i 
+ V(^a.\o-»V + o.os^661^ - vt.o,o »«^o = o.i^ H A * « ^ 
No debe olvidarse que en la ecuación de partida (3,2-1,2(1)) se 
ha puesto vJ\-»(í'Y =\ con lo cual SA ~ V6. 2-L 
f-r
 +\ (7»-t\-^"~'^s _ C , s ° - H ^ i ^ £ ) _ 4^ iC°c) 
^
 w
~ "UM,\ - - > -30 
O - 5 0 0 . 47,2 (o, O AO -V0,2A<*.O,£,2.")r S 3.1 6 [¿íÁ. \ 
1
 \ k . v^ t^voj 
Ca lo r a e l i m i n a r 
Q •= 5 D 0 0 o ^ a > i . O.isíkfiñi \ . 4o(»c) ="íoo,ooo ^ e ^ Q 
Numero de m de t u b e r í a 
I1,\(W). i - f y ^ N - 42,. £6 U W • o¿ 4 4 tüW, 
3 . 2 - 1 , 4 . Aletas ¿oble. iupt*6¿c¿es planas. Pe.xi¿li¿ pa.xab6l¿co c6n_ 
VÍXOÍ. 
De acuerdo con l a F i g . 3 , 2 - 1 , 4 
5L ^ M 
y la ecuación correspondiente la ecuación 3.2-12(1) 
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La ec.(1) responde a la 
ecuación generalizada de 
Bessel y para los valores 
(Apéndice I) 
Mi 











Q= o C,, lo 
Vfe(%»*\} 
(3) 
* Jo O V L j I-V^/a*^ ^tX^(A/aV*L) (4) 
y la eficacia de la aleta parabólica convexa 
(5) 
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El área del perfil vale. A- V H A* = \ A x L y poniendo m 
en funci6n de Az 
, , ^~^ --i- \&~ 
La condición de perfil óptimo es ^yd.1~° v 
Por las ecuaciones de recurrencia (Apéndice I) 
i-vjC^i '^c^viy^^
 (6) 
R e s o l v i e n d o (6) [0^ = \,~k>s y-
(ÁT>)OP = l .AOi-ax/^Vte (7) 
Eje.mp¿o 3 , 2 - 1 , 4 
Aplicar el caso del ejemplo 3,2-1,3 para aletas longitud^ 
nales de perfil parabólico convexo. 
Solución: 
a) El perfil óptimo dado por la ec.(8) 
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El perfil de la aleta es de 1/5 non de base y 12,9 írun de 
altura, numero de aletas por tubo 
w
* - ^ r = IS.Io ~ \6 aletas/tubo 
A 
b) Eficacia de las aletas 
^wL_\|^ .i .N) a.soo .o.o\i<\ = \^ 
Por la gráfica (3,2-1) ^-o.í\ 
Por la tabla (3,2-1) V|-0,fe\5 
Por la ec.(4) 
VYI\-I-.,3(4/^WVC) 
Vi
 = L£j¿ . _L =o,£\5 
Calor por m de tubo 
s> = o,oa,%« {yZ/*~\ju¿¿) 
o 
\ 4. / o,on¿\ 
\ío+L ~ \JL 
<^= 5oo , 47.2(o,03>S +0,412.0.265") = t * ^ S (*"V~ « ^ 
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(3,2-1,5). Vz&o mínimo de aletai ¿ong-Ltud-inalei íobte ¿upeii-ic-iei 
planea. 
En la tabla 3,2-1(A) se dan las características de los dis_ 
tintos perfiles de aletas sobre superficies planas. Un aspecto im-
portante es determinar cual es el flujo térmico máximo consideran-
do todas las secciones rectas en la dirección del eje OX . El flu 
jo térmico en un punto x vale 
Para un material de características térmicas dadas, el flujo 
máximo está en la base, y este valor máximo se extenderá a todos 
los puntos del eje OX si 
Al" 11, 17-2" (2) 
puesto que Y es constante. 
Teniendo en cuenta las ecuaciones (1) y (2) , la aleta que 
presenta gradiente lineal de temperatura es aquella que mantiene 
el mismo flujo térmico en la dirección OX . La aleta que cumple 
estas condiciones, es la correspondientes a un perfil parabólico 
cóncavo del tipo -z- 42 ( í \ . En efecto, la ecuación 
3,2-1,3(3) da 
^ T D (fcT 
con T l = M ' + «**LXV* Para r> = ( , T = ToX/u , ¿X/u^k 
condición que se cumple para VrvL =• ' i . Es d e c i r , l a a l e t a 
de p e r f i l l i n e a l de temperaturas requiere e l valor mínimo de mate 
r i a l para t r a n s m i t i r una cantidad de calor q determinada. 
Para e l p e r f i l parabólico cóncavo, e l valor óptimo se cum-
ple en **. L -\Í3 con una ef icac ia \-OtSO . Teniendo en cuen-
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ta que % „ ^ *L Y %M aWT.iVr = *W T.. u « z(W/0Vj 
La ecuaci6n (3), da las variaciones del área recta del perfil pa-
rabólico convexo en función de las variables térmicas lo que per-
mite establecer relaciones de áreas para distintos materiales o 
condiciones. 
Haciendo las mismas consideraciones con los perfiles rectan 
guiares, triangulares y parabólico convexos se obtienen los valo-














Área del perfil 




De acuerdo con la tabla anterior, el peso para perfiles rec 
tangulares, triangulares, parabólico concavo y parabólico convexo 
de un mismo material están en la relación 1 ; 0,693 ; 0,666 ; 
0,756 respectivamente y transmitiendo la misma q en condicio-
nes dadas de h , t y T 
Ejimplo (3,2-7,5) 
Se estudia el diseño para transmitir S. \os (W'*)V) a un 
fluido con tubos de aletas longitudinales. El coeficiente de con-
vección se estima en \%0 PtoflvWm> T-) V la base de las ale 
tas para espesores de los tubos de 2 mn tiene 60°C . Determi-
nar la solución más conveniente utilizando distintos perfiles con 
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materiales de cobre y aluminio. La longitud de los tubos es de 
1»5 m , Wc^ = sos Q^/WYVV-C) Y k*i= I** O^Áv**} 
Solución: 
Los perfiles son óptimos, y los pesos, diámetros y número de 
aletas para los datos térmicos del problema, se hallan en función 
del calor q transmitido por cada una de las aletas. Para ello, se 
admiten valores de q- boo Ckaü-/w.Wv O\JA&) -\ <\= \5o (\fc«U/Wv^¿^ 
El área de los perfiles está dado en la tabla 3,2-1(B) y las 
dimensiones en la tabla 3,2-1(A). Asi para perfil rectangular de co 
bre y ^ - 'bao fa^Á.nn aleta) 
k k A l ° ) HAS. \502 V 6o > 
y dimensiones 
Si ^ - lo ! es el número de aletas por tubo, el diámetro exte 
rior del tubo vale 
El peso por m. de tubo 
considerando los distintos perfiles, materiales de cobre y alumi-
nio y valores de q de 300 y 150 se obtienen los valores de 


















h • 300 (Kcal/m aleta) 
Aím1) ttXp^ Ai{yyC) De(m) P(kg) 
8,54.10"' 0,0264 0,00032 0,021 2,60 
5,91.10~' 0,0279 0,00042 0,0217 2,16 
5,68.10-' 0,0332 0,00051 0,0223 2,16 
6,45.10*"' 0,0257 0,00037 0,0214 2,24 
15,09.10"' 0,0264 0,00057 0,0227 1,16 
10,46.10""'* 0,0279 0,00075 0,0238 0,93 
10,04.10"' 0,0332 0,00090 0,0248 0,92 
11,40.10"' 0,0257 0,00066 0,0232 0,97 


































1,25.10-< 0,0166 2,25.10 0,0203 0,37 





1 Rectangular 2 Triangular 3 Parabólico concavo 4 Para-
bólico convexo. 
Como puede observarse, las dimensiones óptimas de los perfi^ 
les «on sensibles a los valores de q , de acuerdo con las ecuacio 
nes de la tabla 3,2-1(6). De los valores calculados, la solución 
mis adecuada es la de aletas de aluminio de perfil parabólico cón-
cavo de 0,00033 m de longitud y 0,9 mm , de base. Generalmente, 













































































































Eficacias de aletas sobre superficies planas y perfiles: rectangu 
lar, triangular, parabólico cóncavo y parabólico convexo. 
Eficacia n 
mL 
0 , 0 0 
0 , 1 
0 , 2 
0 , 3 
0 , 4 
0 , 5 
0 , 6 
0 , 7 
0 , 8 
0 , 9 
1 , 0 
1 , 1 
1 , 2 
1 , 3 
1 , 4 
1 , 5 
1 , 6 
1 , 7 
1 , 8 
1 , 9 
2 , 0 
2 , 1 
2 , 2 
2 , 3 
2 , 4 
2 , 5 
2 , 6 
2 , 7 
2 , 8 
2 , 9 
3 , 0 
3 , 1 
3 , 2 
3 , 3 
3 , 4 
3 , 5 
R e c t a n g u l a r 
1 , 0 0 0 
1 , 9 9 6 
0 , 9 8 6 
0 , 9 7 1 
0 , 9 4 9 
0 , 9 2 4 
0 , 8 9 5 
0 , 8 6 3 
0 , 8 3 0 
0 , 7 9 5 
0 , 7 6 1 
0 , 7 2 7 
0 , 6 9 4 
0 , 6 6 2 
0 , 6 3 2 
0 , 6 0 3 
0 , 5 7 6 
0 , 5 5 0 
0 , 5 2 6 
0 , 5 0 3 
0 , 4 8 2 
0 , 4 6 2 
0 , 4 4 3 
0 , 4 2 6 
0 , 4 0 9 
0 , 3 9 4 
0 , 3 8 0 
0 , 3 6 7 
0 , 3 5 4 
0 , 3 4 2 
0 , 3 3 1 
0 , 3 2 1 
0 , 3 1 1 
0 , 3 0 2 
0 , 2 9 3 
0 , 2 8 5 
T r i a n g u l a r 
1 , 0 0 0 
0 , 9 9 5 
0 , 9 8 0 
0 , 9 5 7 
0 , 9 2 7 
0 , 8 9 2 
0 , 8 5 4 
0 , 8 1 4 
0 , 7 7 4 
0 , 7 3 5 
0 , 6 9 7 
0 , 6 6 1 
0 , 6 2 9 
0 , 5 9 6 
0 , 5 6 7 
0 , 5 4 0 
0 , 5 1 4 
0 , 4 9 1 
0 , 4 7 0 
0 , 4 5 0 
0 , 4 3 1 
0 , 4 1 4 
0 , 3 9 8 
0 , 3 8 4 
0 , 3 7 0 
0 , 3 5 7 
0 , 3 4 5 
0 , 3 3 4 
0 , 3 2 3 
0 , 3 1 3 
0 , 3 0 4 
0 , 2 9 5 
0 , 2 8 6 
0 , 2 7 9 
0 , 2 7 1 
0 , 2 6 4 
P a r a b . c o n c a v o 
1 , 0 0 0 
0 , 9 9 0 
0 , 9 6 2 
0 , 9 2 3 
0 , 8 7 7 
0 , 8 2 8 
0 , 7 8 0 
0 , 7 3 5 
0 , 6 9 2 
0 , 6 5 3 
0 , 6 1 8 
0 , 5 8 5 
0 , 5 5 5 
0 , 5 2 8 
0 , 5 0 3 
0 , 4 8 0 
0 , 4 5 9 
0 , 4 4 0 
0 , 4 2 2 
0 , 4 0 5 
0 , 3 9 0 
0 , 3 7 6 
0 , 3 6 2 
0 , 3 5 0 
0 , 3 3 8 
0 , 3 2 7 
0 , 3 1 7 
0 , 3 0 8 
0 , 2 9 9 
0 , 2 9 0 
0 , 2 8 2 
0 , 2 7 4 
0 , 2 6 7 
0 , 2 6 0 
0 , 2 5 4 
0 , 2 4 7 
P a r a b . c o n v e x o 
1 , 0 0 0 
0 , 9 7 5 
0 , 9 6 8 
0 , 9 6 5 
0 , 9 3 5 
0 , 9 0 3 
0 , 8 7 7 
0 , 8 4 0 
0 , 8 0 2 
0 , 7 6 9 
0 , 7 3 1 
0 , 6 9 5 
0 , 6 6 6 
0 , 6 3 0 
0 , 6 0 0 
0 , 5 7 2 
0 , 5 4 5 
0 , 5 2 0 
0 , 4 9 7 
0 , 4 7 6 
0 , 4 5 6 
0 , 4 3 7 
0 , 4 2 0 
0 , 4 0 4 
0 , 3 8 9 
0 , 3 7 5 
0 , 3 6 1 
0 , 3 4 9 
0 , 3 3 8 
0 , 3 2 7 
0 , 3 1 7 
0 , 3 0 7 
0 , 2 9 8 
0 , 2 8 9 
0 , 2 8 1 
0 , 2 7 4 
- 177 -
res o triangulares sean preferidos. 
Calor transmitido por tubo de 1,5 m = 300 Kcal/h aleta.20 
aletas.1,5 m = 9000 Kcal/h tubo 
Número de tubos 
S o c . o o o ^ i J H S V - ^ ^ 
s * se 
3.2-2.1. Klztai ¿ofcie ¿upe^-íc-teA caivai. Pe.*¿¿lz¿ icctangulaicó 
Los casos más frecuentes son los de aletas sobre la superfi^ 
cié lateral de tubos. Cuando el perfil recto de la aleta es perpen 
dicular al eje axial del tubo, el problema de transmisión de calor 
se trata como en el caso de las aletas sobre superficies planas, 
considerando las posibles limitaciones impuestas por las dimensio 
nes del tubo y aletas. Cuando las aletas se disponen con su per-
fil recto en la dirección del eje axial, se denominan transversa-
les. Las aletas en forma de hélice de paso pequeño se acercan en su 
comportamiento a las aletas transversales. 
De acuerdo con la Fig. (3,2-2(1) 
y procediendo en forma análoga al estu-
dio de aletas en superficies planas, la 
variación de calor ¿L^  que pasa por 
conducción en la dirección OT en una 
aleta de espesor i («O 
y el calor perdido por convección en el 
elemento Jif 
¿ ^ = !Ll\.2.nT<ÍT(VtN) 
Fig. 3.2-2(1) 
Para simplificar los cálculos, se supone t = 0 , y en régimen es-
tacionario '¿•"íy- ^ -^ a y 
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-7 <*H
 +^ « 1 + ^ 4 ? = ^ U ) 
Para perfiles rectos z=Ay^ y la ec. (1) toma la forma 
S-téH + T 42 _we-i*T=o (2) 
siendo m = S-Vv/kAZ 
La ec.(2) se identifica como una ecuación de Bessel modifi-
cada (Apéndice I) y la solución general es 
T= C, lo (-wvr) + C^ KoCwvt-) (3) 
Despreciando el calor perdido por la cabeza de la aleta, hipótesis 
tanto más correcta cuanto menor es £>~l resultan las condiciones 
Sustituyendo estos valores en (3) se obtiene 
La cantidad de calor q transmitida al fluido por las superficies 
que forman la corona circular de la aleta 
l = AnV. \ T T dv a- 4ttV\. \ T Í Ar / 5 , 
y l a e f i c a c i a 
v i = ^ = ^ U T 
1
 4. ^ V ^ J t i 
> - i - ± — I r ^ r J r 




^CC-^LIcCvwtí vct^r^ vT,(Mr£) KOC^T-OJ 
(8) 





\ ~ >o +°0l l0 (* W-A) *. l M-í) + í í */»-«$ *D^ ^ 
Valores de la ec.(9) se dan en la tabla (3,2-2,1) y gráfica 
(3,2-2,1). 
Ejemplo 13,2-2,1) 
Una aleta rectangular radial de acero k= AA ^<*yk,Vwt) 
y dimensiones de 0,5(mm) de espesor y 15 (mm) de longitud se 
dispone en tubos de 20 y 46 (mm) de diámetro exterior. La tem 
peratura de la base de la aleta es de 90°C el coeficiente de 
convección es \co (Muú./\^rrC-°¿) y la temperatura del fluido 
20(°C). Calcular para los dos tubos: 
a) Temperaturas en el extremo de la aleta 
b) Eficacia 
c) Calor transmitido al fluido por aleta 
d) Calor transmitido al fluido por unidad de superficie 
y comparar con el caso correspondiente obtenido en el ejemplo 
3,2-1,1(1). 
Solución: 
a) Por la ecuación (4) 
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c) 
"L, C«v t i ) ve, c>w r¿) v i , Lw¿) vc0 ( M <Í) 
TC i—;— - o^afc ( p a r a t u b o d e 0 , 0 2 0 m) 
b AI >- - NI 2ÓrT5-» ^ ^ ^ N f S i 
w>-r \ S H H E I » - O.OS.S = "i,62. ( p a r a t u b o d e 0 , 0 4 6 m) 
^ W - N 44 . te f 3 
T L _ q o ^,o.o.o'84-vo,o7i.a.a.s __ ^ , ^ G ) ¿c. ( 4 ) 
' " l,i^. O,0«4- + 0,45.212-5 
Ti = qo 'g.\s.o,o>g->-o.on.fe.0>q _
 3 , i 2 <bC) 1
 a,GZ.o,o\<S-\-c,qci.o,o,?s 
b) (gráfica y tabla 3,2-2,1) 
o,03SJ 
Superficie 
c,,= 2-u (o.oa.s^-o.oio'1-) = 3,a.\o'3 (y&) 
s2= «i Co.o s«í- o, oxtf) = sn \ o-* <W) 
y los flujos térmicos 
En el ejemplo 3,2-1,1(1) para las mismas condiciones 
(Vs^ ao.Vo.oao = * « * (^VC*rf) 
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Como puede observarse, el rendimiento de las aletas longitu 
dinales es superior al de las aletas radiales en los mismos perfi-
les y condiciones. Cuanto menor es el diámetro de las aletas radia 
les menor es el rendimiento debido a la distribución de material. 
Dado que la temperatura máxima está en la base de la aleta, es con 
veniente disponer la superficie de intercambio de calor lo más 
próxima a ésta. En el caso de las aletas radiales la superficie 
próxima a la base es proporcional a y~*,A«+&v cuando aumenta el 
radio de curvatura la relación anterior también aumenta y en el 
limite, f„-»oo , la relación tiende a 1 y se llega a aletas Ion 
gitudinales. Análogamente la relación es unidad cuando A-r es 
pequeño frente a ^ y las aletas radiales se tratan como aletas 
longitudinales. Así pues el limite superior de la eficacia de una 
aleta radial es el correspondiente a una aleta longitudinal o 
^—"^/c — A . En la gráfica y tabla 3,2-2,r. puede apreciarse 
el aumento de V^  cuando aumenta d. para un valor dado de & 
(3.2-2.2). Ale.ta¿ &obit ¿upii¿¿c¿e.¿> cuiviu. Pe.i&¿le.¿ h¿pi\b6t¿co¿ 
|* 
La variación de Z con el radio es 
-7 C. _ AT & 
*-- r i. r 
Teniendo en c u e n t a l a e c . ( 3 . 2 - 2 . 1 ( 1 ) y que 
fa-- C/T» 
•Í * T ¡ 2 T 5 i r ¿ r ~ fe. 
£«**v (1) 
donde vn -\J 2W 
"5T¡« 
y M's m ' A 
Procediendo como en los casos anteriores, la ec. (1) es de 
tipo Bessel cuya solución es 
T = >R [ C, T y ^ M r^) 4 c, 1-.^! " T % ) ] (2) 
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donde ci y i^. son constantes arbitrarias y IIA y -^Vj las 
funciones de Bessel modificadas de primera clase y grado Vj,-'^ 




° L I v j q M ^ l ^ r ^ - L v ^ ^ H Í V n * Í J (3) 
y la cantidad de calor a través de la superficie de la aleta 
y la eficacia 
^ _ ^  _ Ti Vz.r. AZ Ni 'Tr. T„
 R _ZT 0 & 
^~ % " A ^ W - ^ ) k T „ " wvCrJ-V) (5) 
donde dU 'VrL y M ^ * ^ ^ ^ resulta 
y finalmente 
(6) 
3.2-3. flotubzianclcu ¿oblí ¿upe*j¿c-¿e¿ 
La transmisión de calor en régimen estacionario, sin gene 
ración de calor, en cuerpos tridimensionales comprende múltiples 
aplicaciones industriales de cuerpos sólidos unidos a bases, con 
temperaturas impuestas por focos térmicos adyacentes, o como conse 
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TABLA 3,2-2.1 
Eficacias de aletas rectangulares sobre superficies tubulares. 
Eficacias 1 
6 /a 
0 , 1 
0 , 2 
0 , 3 
0 , 4 
0 , 5 
0 , 6 
0 , 7 
0 , 8 
0 , 9 
1 , 0 
1 , 1 
1 , 2 
1 , 3 
1 , 4 
1 , 5 
1 , 6 
1 , 7 
1 , 8 
1 , 9 
2 , 0 
2 , 1 
2 , 2 
2 , 3 
2 , 4 
2 , 5 
2 , 6 
2 , 7 
2 , 8 
2 , 9 
3 , 0 
3 , 1 
3 , 2 
3 , 3 
3 , 4 
3 , 5 
0 , 2 
0 . 9 9 2 
0 . 9 7 1 
0 . 9 3 8 
0 . 8 9 6 
0 . 8 4 7 
0 . 7 9 4 
0 . 7 4 0 
0 . 6 8 4 
0 . 6 3 7 
0 . 5 8 9 
0 . 5 4 4 
0 . 5 0 3 
0 . 4 6 6 
0 . 4 3 2 
0 . 4 0 2 
0 . 3 7 4 
0 . 3 4 9 
0 . 3 2 6 
0 . 3 0 6 
0 . 2 8 7 
0 . 2 7 0 
0 . 2 5 5 
0 . 2 4 1 
0 . 2 2 8 
0 . 2 1 7 
0 . 2 0 6 
0 . 1 9 6 
0 . 1 8 7 
0 . 1 7 9 
0 . 1 7 2 
0 . 1 6 4 
0 . 1 5 8 
0 . 1 5 2 
0 . 1 4 6 
0 . 1 4 1 
0 , 4 
0 . 9 9 4 
0 . 9 7 9 
0 . 9 5 4 
0 . 9 2 2 
0 . 8 8 4 
0 . 8 4 2 
0 . 7 9 8 
0 . 7 5 4 
0 . 7 0 9 
0 . 6 6 6 
0 . 6 2 5 
0 . 5 8 7 
0 . 5 5 1 
0 . 5 1 7 
0 . 4 8 6 
0 . 4 5 8 
0 . 4 3 1 
0 . 4 0 7 
0 . 3 8 5 
0 . 3 6 5 
0 . 3 4 6 
0 . 3 2 9 
0 . 3 1 4 
0 . 2 9 9 
0 . 2 8 6 
0 . 2 7 3 
0 . 2 6 2 
0 . 2 5 1 
0 . 2 4 1 
0 . 2 3 2 
0 . 2 2 4 
0 . 2 1 6 
0 . 2 0 8 
0 . 2 0 1 
0 . 1 9 5 
0 , 6 
0 , 9 9 5 
0 , 9 8 3 
0 , 9 6 2 
0 , 9 3 6 
0 , 9 0 4 
0 , 8 6 8 
0 , 8 2 9 
0 , 7 9 0 
0 , 7 5 0 
0 , 7 1 1 
0 , 6 7 3 
0 , 6 3 6 
0 , 6 0 2 
0 , 5 6 9 
0 , 5 3 9 
0 , 5 1 0 
0 , 4 8 4 
0 , 4 6 0 
0 , 4 3 7 
0 , 4 1 6 
0 , 3 9 7 
0 , 3 7 9 
0 , 3 6 2 
0 , 3 4 7 
0 , 3 3 3 
0 , 3 1 9 
0 , 3 0 7 
0 , 2 9 5 
0 , 2 8 5 
0 , 2 7 5 
0 , 2 6 5 
0 , 2 5 6 
0 , 2 4 8 
0 , 2 4 0 
0 , 2 3 3 
0 , 8 
0 . 9 9 6 
0 . 9 8 5 
0 . 9 6 7 
0 . 9 4 4 
0 . 9 1 6 
0 . 8 8 3 
0 . 8 4 9 
0 . 8 1 3 
0 . 7 7 6 
0 . 7 4 0 
0 . 7 1 1 
0 . 6 6 9 
0 . 6 3 6 
0 . 6 0 5 
0 . 5 7 5 
0 . 5 4 7 
0 . 5 2 2 
0 . 4 9 8 
0 . 4 7 5 
0 . 4 5 4 
0 . 4 3 4 
0 . 4 1 6 
0 . 3 9 9 
0 . 3 8 3 
0 . 3 6 6 
0 . 3 5 4 
0 . 3 4 0 
0 . 3 2 9 
0 . 3 1 8 
0 . 3 0 6 
0 . 2 9 6 
0 . 2 8 8 
0 . 2 7 9 
0 . 2 7 1 
0 . 2 6 3 
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Gráfica 3,2-2,1. Eficacia de aletas rectangulares sobre superfi 
cíes tubulares. 
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cuencia de transmitirse calor a través de sólidos compuestos por 
elementos yuxtapuestos. El tratamiento riguroso de la transmisión 
de calor en tres dimensiones, será tratado en el apartado 3.3. 
Las protuberancias, se consideran como sólidos de pequeñas 
dimensiones, de tal manera, que una de ellas, es superior a las 
otras dos. Con ello, se mantiene la hipótesis que las líneas iso-
termas son perpendiculares a la dirección principal, es decir, 
constantes en cada una de las secciones perpendiculares al eje 
de la dimensión mayor. La simplificación anterior, es tanto más 
exacta cuanto menores son las dimensiones. El tratamiento, es 
igualmente aplicable para casos donde se desea una estimación 
aproximada, como sucede: en vigas, pernos, varillas, barras aco-
pladas de distintos diámetros. Las protuberancias, debido a sus 
dimensiones, se acoplan a superficies planas o curvas,y las dimeii 
siones de la sección de apoyo a la base, son pequeñas, frente a 
la superficie de esta última. La preparación de protuberancias 
puede hacerse por soldadura, fundición, o desbaste con máquinas 
herramientas sobre el material básico, dependiendo de la comple-
jidad de las protuberancias y su disposición sobre la superficie 
base. 
3.2-3.1. Ta>ialzlzpípe-do 
La temperatura es constante en las secciones perpendicula-
res al eje OX Fig. 3.2-3.ti). En 
régimen estacionario se cumple 






donde P y A son e l perímetro y área de la sección r ec t a respec 
tivamente. La ecuación (2) es de la misma forma que la ecuación 
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3.2-1,1(1) de aletas rectangulares longitudinales y procediendo en 
forma análoga al estudio de éstas, la cantidad de calor a través de 
la protuberancia paralelepipédica, despreciando los efectos de la 
cabeza libre 
,L 
<\- 1 UY-*AZ)W1TAX= xkUx + ATYT^kC*"0»
 ( 3 ) 
y la eficacia 
La ecuación (4) es análoga a la ecuación de la eficacia en aletas 
rectangulares longitudinales. Valores t^  se dan en la tabla 
3,2-3,1 y gráfica 3,2-3,1. 
?zn.(¡íl 6ptÁ.mo 
Si el volumen del paralelepípedo es A.L=V y la condición de 
perímetro mínimo <^/A\_~° 
ve. V 
valor que coincide con el de las aletas rectas longitudinales. 
I}implo [3,2-3,1] 
Una protuberancia paralelepipédica de acero con dimensiones 
0, 5.0,5.15 (mitr) ésta unida a una superficie por la cara de 
0,5.0,5 (non2) . La temperatura de la base es de 90°C . La tempera-
tura del fluido es de 20CC y el coeficiente de convección es de 




a) Temperatura en la cabeza 
b) Eficiacia 
c) Calor transmitido al fluido 
d) Flujo térmico y consideraciones respecto a las aletas de 
las mismas secciones rectas expuestas en los ejemplos 
(3,2-1,1(1)) y (3,2-2,1). 
Solución: 
a) La distribución de temperaturas despreciando el calor per 
dido por la cabeza es la expresada por la ecuación 
3,2-1,1(6) i 
T-T0 urX VW-0--X) 
donde en este caso 
rw - \ í 5 l ^ J i o o . 2(2.0,-; \o"5) _
 V 3 4 i g m l = 2,02 
V fe.A M 4 . (O.S.IO"5)* 
ünk. (2,OÍ) 
b) 
^=ty»knL)/nL= o,4-Ví (gráfica 3,2-3 y tabla 3,2-3) 
c) 




La comparación con aletas longitudinales y radiales de sec-





Es decir, la relación superficie a volumen en la protuberancia es 
el doble que en las aletas consideradas y para el mismo vclumen 
de material el valor de q es 
donde los subíndices Rj "*") p> se refieren a rectangulares, ra-
diales y protuberancias respectivamente. 
Si se tiene en cuenta el valor de ^ L resulta 
y si el valor óptimo de LR es (J-EXP e -^ valor óptimo de 
(LpV vale 
(L^oP4U\P^ 
En la hipótesis de que las aletas rectangulares fuesen ópt_i 
mas, las protuberancias debieran tener una longitud L-/\j2 lo que 
equivale a decir, que las protuberancias son desproporcionadas, 
por lo cual, su eficacia, es inferior a la de valor óptimo. 
3.2-3.2. Vn.DtubzfianaA.ai c¿¿X.nd>i¿ca& 
Las protuberancias cilindricas son numerosas, por su forma 
geométrica común a barras y tubos, de frecuentes aplicaciones in-
dustriales. Para sección recta, perpendicular al eje axial, Fig. 
3,2-3(2) se tiene 
Vv= VAZ 
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Fig, 3.2-3(2) fen tf ¿ (&}_ ^ 42 V.T t u ¿I1 A ( ¿ H -
CZDJ 
donde 
i M ^ L ^«fe-^ ^S, 
La d i s t r i b u c i ó n de temperaturas despreciando e l ca lor t r a 
por la cabeza 




 Jo * * '• (4) 
y la e f i cac ia 
*l~ \,~ Va. ^v (5) 
Valores de V¿ se indican en la t ab l a 3 ,2-3 ,1 y g rá f i ca 3 
Ptli^¿ óptimo 
El volumen de la barra vale v1 - TI -j 
Para JT ~ ° s e cumple 
y2 JA = M 
6 
w L - 0,32.5 
GoW ) 
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°.™=Wi. i ^-0^\¡^~-°^^ 
Eje.mplo (3,2-3,2) 
En un reactor químico, donde se realiza una reacción endo-
térmica, el control de calentamiento, se hace a través de un tubo 
grueso de acero que desde el interior del reactor llega a un dis-
positivo electrónico exterior que no debe pasar de 60°C . El tu-
bo puede considerarse como una barra de 40 cm de longitud y 
3 cm de diámetro. Se desea conocer el coeficiente de convección 
necesario para cumplir las condiciones especiales si la temperatu 
ra en el reactor es de 250°C y la temperatura exterior es de 
25 °C . 
Solución: 
WX TT \¡A W L=0,4o 
<¿ * = L 
debe cumplirse 
4.o,4í v y 
2 , ^ 
luego es suficiente la convección natural sin necesidad de otros 
medios de refrigeración. 
3.2-3.3. Vn.otubiia.nc¿a.i> p¿iam¿dale.¿ ie.cta.ngixta.n.z¿ 
Consideremos el caso de sección recta cuadrada, Fig. 
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Fig. 3,2-3(3) manteniendo la hipótesis 
Superficie lateral 
L V a / L 
Área recta 
Un balance térmico en el elemento Fig. 3.2-3(3) 
siendo YVT?- 3-'y\lAT 
(1) 
La ecuación (1) es una ecuación de Bessel cuya solución es 
.1' (Apéndice I) 
T= x"Va [cj.tawv^l'Tii) +caK,(2r«-JL>n;')] (2) 
con las condiciones T=T» j X-L 





 e n X = -
y C, = T=,fL/l,(2v»1L) y fi" 
(3) 
donde ^ es la función de Bessel modificada de grado A 
La cantidad de calor q que transmite la aleta vale 
^ 4k. 41 ( XTdy = AW W T O li^^/wl.d^V) (4) 
y la eficacia 
Valores de la eficacia y se dan en la tabla 3,2-3,l y grafica 
3,2-3,l. 
Para un volumen fijo V =  A S  3 
y la condicidn de &lop se cumple para Q / ~ L = O  
Haciendo 2 h = M se cumple 0 
1; (MI l,b4 = + 1 , c ~ )  I z ( ~ 3  + i 1 , ( ~ ) x 2 ( ~ )  
Teniendo en cuenta las ecuaciones de recurrencia (~p6ndice 1 
E 1,Ct.) = M T,(M) 
5 
cuya solucidn es M=0,9o 
Una placa de \.I ba) de un material de conductividad 5 
hd/hm~) estS fonnada por protuberanclas piramidales cuadrangula 
res cuyos lados son iguales y de valor 1 cm y altura, 2 crn . La 
temperatura de la base de las piramides es de 50°C . La tempera- 




a) Temperatura a 0,1 mm del vértice de las pirámides 
b) Eficacia de las protuberancias 
c) Calor transmitido al fluido 
Solución: 
Se admite que las líneas isotermas son perpendiculares a la 
sección recta normal al eje que une el vértice con el centro de la 
base. En estas condiciones pueden aplicarse las ecuaciones anterio 
res. 
a) Por la ecuación (3) 
I, (a-wv^ 
15 .0 1 0 \ 
ir- so. \|aai . °i°a - 44,\(t-) 
' 10'4 0 . 4 Ü 
b) 
I, (.0.8) - 0,433A ; Uo,%) = ! > , « ) " ¿S 1 °^•»"> - ° - ° 8 4 
V, = A.o,o^




Si no existiesen las pirámides se transmitiría 
e\* \0.-i,o = *Oo (^«lO 
Ejzmplo 3,2-3,3(7) 
R e p e t i r e l e jemplo 3 , 2 - 3 , 3 con k = 0,1^KCal/hm°cV 
a) 
3 w L = X\Í5~AÍZ . o ,o i= S.cs I,C5,45)= 44 
l o . t . \ o" ' 
avw \JL {i = 0,144 ~ 0.4 XX°A) = 0^04 
"T= T„ \¡°£L . XC.Q.4") _ £,,42 




 S.6S. 44 
c) «V* &,a WO 
A 5 mm d e l v é r t i c e l a t e m p e r a t u r a v a l e 
10,005 4 4 T |JV. ,-J 
3 , 2 - 3 , 4 . Pto-tubetanc-caA c6n¿ca¿ 
La s u p e r f i c i e l a t e r a l f i g . 3 , 2 - 3 ( 4 ) S>= 2 .4^- rc** 
Área r e c t a A= * (^ */*-Y 
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Un balance térmico en el elemento 
x lS*«fi=aHfUi 
( i ) 
La s o l u c i ó n de l a e c u a c i ó n (1) h a c i e n d o 
lirvíL- N) fi U r f i v n f L e s 
"\ = X-yz [ Q l , (1M X'^ 0 +Ca W, (2 M X V)] 
F i g . 3 . 2 - 3 ( 4 ) 
(2) 
Con l a s c o n d i c i o n e s T-T„ en X-\- y ^/¿.%-o en 
x = 0 , r e s u l t a C~i—o y cl = To>ÍL/4i(a,j'íi} y f i n a l m e n t e 
T=T.(LV/i V¿-*i&\ 
El c a l o r q t r a n s m i t i d o por l a p r o t u b e r a n c i a 
(3) 
S u s t i t u y e n d o e l v a l o r de N 
1Í2 vv\ 1 (a\Jí»v>L) (4) 
y la e f i c ac i a 
i - _ 3 - a.l a(a^v«L") 
^ . T T A J V V L I . " \ T í W v L l , ^ m L ) 
Pe.\í¿l óptimo 
(5) 
Volumen 1 f^YL 
V\- O-1!! W>L 
La condición de mínimo es <^y<*C0 
¿M 
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'Haciendo operaciones y teniendo en cuenta las ecuaciones de recu-
rrencia (Apéndice I) resulta 
4to 
cuya solución es M~\ 
(6) 
C7) 
3 , 2 - 3 , 5 . Pn.otube-iancA.ai panaból-Lco cóncavai 
Supe r f i c i e l a t e r a l F ig . 3,2-3(5) 
Área r e c t a A- ^ f f ( f ) 4 
El balance térmico en el elemento 
Fig. 3.2-3(5) 
(1) 
siendo N i : * k ^ • U = \JI w\ |_ 
La ecuación (1) tiene la solución 
(2) 





Condicifin de mínimo 
47. te. K. 
Sustituyendo en (7) resulta 
cuya solución es N = 2 y finalmente 
3,2-3,6. P^toíube^anc*.aA pa-tabíi.tca.4 conueíai 
Superficie lateral, Fig. 3,2-3,6, 
Área recta 
Balance térmico en un elemento 
^Wtóíx>"¥ft^WT 
X ¿2 * ií -rJ*\TxT 
dx* A» (1) 
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3 
'siendo N= (a.^ 1 it)%^.
 y m - ^ P ^ 
La solución de la ecuación (1) Apéndice (I) 
T ^ I ^ I N ^ + C . ^ W X 5 * )
 (2) 
con las condiciones T=T6 en V=\- y ál - D en x^o 
T
 • U**-^ (3) 
y la cantidad de calor q 
1
 V U l€itfiLl.^«^C) (4) 
y la eficacia 
Ve.l(¡¿l óptimo 
Volumen - U \ feSY i ¿x =H ¿T.1L 
(5) 
Sustituyendo en la ecuación (4) y con la condición dq/. =o resulta 
cuya solución es M = 1,05 
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TABLA 3,2-3 
Eficacias de protuberancias sobre superficies 
EFICACIAS 
mL 
0 , 1 
0 , 2 
0 , 3 
0 , 4 
0 , 5 
0 , 6 
0 , 7 
0 , 8 
0 , 9 
1 , 0 
1 . 1 
1 , 2 
1 . 3 
1 , 4 
1 , 5 
1 , 6 
1 , 7 
1 , 8 
1 , 9 
2 , 0 
2 , 1 
2 , 2 
2 , 3 
2 , 4 
2 , 5 
2 , 6 
2 , 7 
2 , 8 
2 , 9 
3 , 0 
3 , 1 
3 , 2 
3 , 3 
3 , 4 
3 , 5 
Parale lep ipédica 
c i l i n d r i c a 
r e c t a n g u l a r 
0 , 9 9 6 
0 , 9 8 6 
0 „ 9 7 1 
0 , 9 4 9 
0 , 9 2 4 
0 , 8 9 5 
0 , 8 6 3 
0 , 8 3 0 
0 , 7 9 5 
0 , 7 6 1 
0 , 7 2 7 
0 , 6 9 4 
0 , 6 6 2 
0 , 6 3 2 
0 , 6 0 3 
0 , 5 7 6 
0 , 5 5 0 
0 , 5 2 6 
0 , 5 0 3 
0 , 4 8 2 
0 , 4 6 2 
0 , 4 4 3 
0 , 4 2 6 
0 , 4 0 9 
0 , 3 9 4 
0 , 3 8 0 
0 , 3 6 7 
0 , 3 5 4 
0 , 3 4 2 
0 , 3 3 1 
0 , 3 2 1 
0 , 3 1 1 
0 , 3 0 2 
0 , 2 9 3 
0 , 2 8 5 
P a r a b ó l i c a 
c o n c a v a 
0 , 9 9 6 
0 , 9 9 1 
0 , 9 8 0 
0 , 9 6 6 
0 , 9 4 9 
0 , 9 8 0 
0 , 9 0 9 
0 , 8 8 7 
0 , 8 6 5 
0 , 8 4 2 
0 , 8 1 9 
0 , 7 9 6 
0 , 7 7 4 
0 , 7 5 3 
0 , 7 3 2 
0 , 7 1 1 
0 , 6 9 2 
0 , 6 7 3 
0 , 6 5 5 
0 , 6 3 8 
0 , 6 2 1 
0 , 6 0 5 
0 , 5 9 0 
0 , 5 7 5 
0 , 5 6 1 
0 , 5 4 8 
0 , 5 3 5 
0 , 5 2 3 
0 , 5 1 1 
0 , 5 0 0 
0 , 4 8 9 
0 , 4 7 8 
0 , 4 6 8 
0 , 4 5 8 
0 , 4 4 9 
Cónica 
0 , 9 9 7 
0 , 9 8 6 
0 , 9 7 1 
0 , 9 5 0 
0 , 9 2 5 
0 , 8 9 8 
0 , 8 6 8 
0 , 8 3 7 
0 , 8 0 6 
0 , ^ 7 5 
0 , 7 4 5 
0 , 7 1 6 
0 , 6 8 8 
0 , 6 6 1 
0 , 6 3 6 
0 , 6 1 2 
0 , 5 9 0 
0 , 5 6 8 
0 , 5 4 8 
0 , 5 2 9 
0 , 5 1 2 
0 , 4 9 5 
0 , 4 7 9 
0 , 4 6 4 
0 , 4 5 0 
0 , 4 3 7 
0 , 4 2 4 
0 , 4 1 2 
0 , 4 0 1 
0 , 3 9 0 
0 , 3 8 0 
0 , 3 7 1 
0 , 3 6 1 
0 , 3 5 3 
0 , 3 4 4 
Parabólica 
convexa 
0 , 9 9 6 
0 , 9 8 7 
0 , 9 6 8 
0 , 9 3 1 
0 , 9 0 8 
0 , 8 6 7 
0 , 8 2 2 
0 , 7 9 3 
0 , 7 5 6 
0 , 7 1 8 
0 , 6 8 4 
0 , 6 5 0 
0 , 6 1 9 
0 , 5 8 9 
0 , 5 6 2 
0 , 5 3 7 
0 , 5 1 4 
0 , 4 9 2 
0 , 4 7 1 
0 , 4 5 2 
0 , 4 3 5 
0 , 4 1 8 
0 , 4 0 3 
0 , 3 8 9 
0 , 3 7 6 
0 , 3 6 3 
0 , 3 5 1 
0 , 3 4 0 
0 , 3 3 0 
0 , 3 2 0 
0 , 3 1 1 
0 , 3 0 3 
0 , 2 9 4 
0 , 2 8 6 
0 , 2 7 9 
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3.2-4. Acoplamiento di *u.piKÍ¿t¿t.¿> e.xte.nd¿da& 
Fig. 3.2-4(1) 
Las formas de aletas mencionadas anteriormente, se suelen 
disponer sobre placas o tubos formando un elemento con aletas. 
Estos elementos, se acoplan en serie o paralelo, constituyendo 
un intercambiador de calor con aletas. Son ejemplos conocidos: 
los intercambiadores compactos de los equipos de aire acondicio-
nado, refrigeradores de agua en automóviles o elementos de calefac 
ci0n doméstica. En equipos de ma-
yor volumen, tales como, refrige-
raci6n de gas natural, equipos de 
fabricación de aire liquido, re-
frigeración de hidrocarburos lí-
quidos, o torres de refrigeración 
tipo seco, entre otros, la super-
ficie necesaria es elevada, y se 
acude a los acoplamientos de uni-
dades, constituidas por un haz de 
tubos con aletas, en disposición 
cuadrada o tresbolillo tal como se 
indica en la Fig. 3.2-4(1). El fluido a refrigerar (A) entra en 
el intercambiador por una de las cabezas o colectores y sale por 
la otra. El fluido refrigerante (B) , atraviesa el haz de tubos 
en una determinada dirección fijada por el camino libre entre blo 
ques de intercambiadores. Cuando se trata de unidades muy compac-
tas, pueden acoplarse como se in 
dica en las Figs. 3.2-4(2) (a)(b) 
Como puede observarse, los acopla 
mientos posibles son elevados. 
Un aspecto importante, es 
la fijación de las aletas a la su 
perficie base. Para aletas sobre 
tubos se distinguen: el tipo G , 
tipo L , tipo extruido, tipo fun r i F " T L _ L V I " '" ;-
dido. En la Fig. 3.2-4(3) se indi_ 
can los dos primeros. En el tipo 
G , las aletas se alojan en ranu-
ras de 0,3-0,4 mm de profundidad. 
(a) 




y se colocan en posición mediante máquinas 
que presionan las aletas contra la base y 
ajustan dilatando los puntos de unión, o 
sueldan simultáneamente. El tipo L se 
hace por procedimientos análogos, y la 
unión con la base no es tan perfecta como 
en el tipo L . La extrusión se utiliza 
con aletas longitudinales y el elemento no 
presenta superficie de unión. Lo mismo su-




La resistencia térmica de contacto en los elementos de tipo 
G es del orden de 0,s.\0"5 (*¿ **• /k.c*í) Y e n l o s elementos de tipo L 
del orden de X. \o~5 (í^e^/v(xÁ) La temperatura de funcionamien 
to es importante en la elección del tipo de elementos, en el tipo G 
temperatura máxima es de 400°C mientras que en el tipo L es de 
200°C debido a que el sistema de unión es menos rígido. Para tempe_ 
raturas superiores, se acude a la preparación de aletas por mecani-
zación de la base, aumentando notablemente el precio del elemento. 
Los elementos para temperaturas elevadas, tales como recalentadores 
para 600 , 900 6 1000 (°C) se fabrican normalmente de aletas 
rectas y protuberancias paraleleplpódicas o cilindricas. 
Desde el punto de vista de fabricación de elementos con ale 
tas, para los tipos G , L y mecanizado sobre la base, suele pre-
ferirse la aleta recta, y para los elementos extruidos o fundidos, 
entre recta y triangular. 
3.3. Tian¿m¿¿¿6n de. calan pon conducción en do¿ d¿min&ionzí> en Aé-
g¿mzn ettac-Lonanío. 
En el apartado 3,1 se han obtenido ecuaciones del campo de 
temperaturas y cantidades de calor en cuerpos de formas geométricas 
simples, admitiendo una de las dimensiones suficientemente grande, 
para obtener soluciones de temperaturas en una dirección, situación 
que se cumple en muchos elementos industriales, tales como, tuberías 
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paredes, etc. En el apartado 3.2, se ha considerado que la distribu 
ci6n de temperaturas es constante en los planos perpendiculares a 
la dirección del flujo de calor, lo que permite obtener soluciones 
a problemas de tanta importancia como son las aletas en distintos 
perfiles, y por extrapolación, a las protuberancias. Cuando las di-
mensiones lineales de una superficie son del mismo orden, como pue-
de ser un rectángulo, la hipótesis de temperatura constante en sec-
ciones normales al flujo térmico no es válida, y hay que acudir a 
procedimientos que permitan obtener una solución correcta, bien por 
métodos, analíticos, numéricos o gráficos, pues no se debe olvidar 
que un problema industrial exige solución, bien sea aproximada o 
exacta. 
El conocimiento de la distribución de temperaturas permite, 
de una parte, conocer el comportamiento mecánico de los materiales, 
aplicando los criterios de resistencia, y por otra parte, las can-
tidades de calor que se intercambian con el medio en que se encuen 
tran los cuerpos. Aunque desde el punto de vista de resistencia de 
los materiales, son más importantes los fenómenos térmicos transi-
torios, que se estudian en el capitulo 3, el régimen estacionario, 
es importante en relación con la vida de los materiales por efec-
tos de fenómenos acumulativos. 
Las aplicaciones de la transmisión de calor en dos dimen-
siones, son muy numerosas por la frecuencia de secciones rectangu 
lares, circulares, polígonos y estructuras más complejas. En todas 
ellas, la tercera dimensión es suficientemente grande frente a las 
dimensiones de la sección recta. Los casos de tres dimensiones son 
tratados en los apartados 3.3-4,5,6, no obstante, se hace incapie, 
en que pueden obtenerse soluciones tridimensionales, en cuerpos no 
cilindricos o esféricos, con soluciones correctas en dos dimensio-
nes, y aproximadas en la tercera dimensión. 
3.3-1,1. Rzctíngulo ¿ni¿n¿to 
Consideremos el rectángulo de la Fig. 3.3-1,1. En régimen 
estacionario se cumple la ecuación 
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con las condiciones 
T s o x=W -co^v^°° (2) 
Se define la transformada del seno de Fourier del campo de tempera 
turas TCx,v) por la función (Apéndice 1(2), 
UlT(x,yj] = flCx-^rr^níx,^ ««Cn.^Ay 
<3) 
y su inversión 




Si los términos de la ecuación (1) se multiplican por senfoV) y 
se integran con respecto a y se tiene 
toe 
Jo "M2 ' ° Jo 
si T=r en x = U y -oo¿Y¿ + °° 
Resolviendo (5) por transformadas de Laplace siendo 
K*") U1- A0O s-a(«0]- f í(0 =o (6) 
y por la inversión de (6) 
y con las condiciones (2) 
(7) 
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De (4),(7) y (8) 
6 
,« , r dy Av 1 
y si 
TU.*-!, g» -<g> ¡ - g ^ g - g ^
 (10) 
3.3-1.2. Rectángulo ¿em¿¿n<in¿ío (Fig. 3.3-1.2) 
Cumple la ecuación 
•J>x* í ^ ~ 0 V7° (i) 
con las condiciones de contorno 
T=TCX) ^ ° O ¿ X ¿ U 
T^o X=o cuy 
T=0 X = \-> 0¿1 (2) 
T=o ^=0° 
Aplicando la transformada finita del seno de Fourier (Apéndice 
1(2) 
J o (3) 
con la inversión 
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Aplicando la transformada anterior a (1) 
J 0 °* 
y 
y la ecuación (1) se transforma, teniendo en cuenta (2) 
Aplicando a (5) las transformadas de Laplace, siendo 
y por la inversión de (6) 
Para ^ ~ ? ^ = o fttt)=-MSV* 
Para V=° **">• V J„ 
y finalmente de (4) y (6) 
oo /LK 
Para T=.T, • \ -y, c¿^ (•w.-nxN 4*--\, U __ ^ \-foS ^ T ] 
T^U ¿Lf i^H^^Ld U^U-V^]
 (8) 
Vv\ - n ^ 
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e la ecuación 
-o 
con l a s condiciones 
T = T O 0 
•a* 
•dT W T 
T>*-~ te. 
V = o o<:x¿Ly 
x.=o °^ (2) 
Por la naturaleza de las condiciones, es adecuada la transforma-
da finita del coseno de Fourier 
(3) 
y su inversa 
- .---M^^IL,1^^^ 
donde ét son las raices de la ecuación í; ^ (íí^ -**) = ^
 =<X, 
Aplicando la transformada finita de Furier a la ecuación 
(l) 
si jS -o en x^o y ' ^ I + ^ T ^ O en x=\-x 
f>x _ -BX te. 
di* (5) 
Resolviendo (5) por transformadas de Laplace donde 
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y por las condiciones de (2) y T=o para -/-oo 
y por (4) 
Para TCx~)="T, 
-J n 
(6) se transforma en 
Ejimplo 3.3-1.4 
La sección recta de una pared prismática tiene la forma que 
se indica en la Fig. 3.3-1.4 con las dimensiones Ly= \ w y 
LY - 0,5 Wv 
Calcular: 
a) La distribución de temperaturas en la sección si en el la_ 
do N = O se mantiene una temperatura de 100°C y los 
restantes lados se encuentran a 0°C . 
b) Distribución de temperaturas si en 1 = ° "T= ^ 00 "*• en 
K=o T^O °c en V = W y en v/=Ly)T=ao°c 
Solución: 
a) La ecuación de distribución de temperaturas es la ec. 
3.1-4.2(6) 
^ = Í 
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y asi por ejemplo para el punto del centro 
r MI,'? {[o.yn-O.oS.v'i -VO,00 2,Oi3. ] ~ 44,* 'C 
b) Por el principio de superposición y con base común de 
coordenadas T(x,y) = T(x,y) (con 100°C en y = 0 y 
0°C en los restantes lados) + T(x,y) (40°C en y = Ly 
y 0CC en los restantes lados) + T(x,y) (50°C en x = 0 
y x = 0 en los restantes) + T(x,y) (20CC en x = Lx) 
y 0°C en los restantes). 
Por la ecuación anterior 3.1-4.2(6) 
donde <^ (lv«.+.i)JL 
y para el punto x = 0 , 5 m e y = 0 , 2 5 
3.3-1.4. Recíá«gu£o (Fig. 3.3-1.4) 
Cumple la ecuación 
con las condiciones 
T^TGQ , /^ = o ; o¿y.¿\_,<-, i-.o, -y = U, ¡ omclx 
(2) 
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Aplicando la transformada finita del seno de Fourier como en el 
apartado 3.3-1.2 a los miembros de (1) 
£JÍ«^??«(W> (3) 
Resolviendo (3) por transformadas de Laplace 
4 
y con las condiciones (2) 
J
 Lx.2_ Sí^WUW) J0 (5) 
P a r a -\ (_*-) •= T, 
\ St^vRy)dLy = k*."^ Cv~ 0>m-ñ) y T(%,N}=o p a r a m p a r 
3.3-1.5. Re.ctingu.lo con conve.cc¿6n y un lado a¿&lado (Fig.3. 3-1. 5) 
Cumple la ecuación 
7>X? S ^ i ~ 0 ¿ V ¿ ^ ( 1 ) 
con l a s condiciones 
£ = 0 ,t»0 o^ .Hfj S U - ^ - ^ ; *=U¡ (2) 
Aplicando la transformada finita del coseno de Fourier como en el 
apartado 3.3-1.3, a los miembros de (1) 
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(3) 
Resolviendo (3) por transformadas de Laplace y con las condiciones 
de (2) 
y sustituyendo en (3) 
s 
T = T 
™ *
S n U ( { ; S a f ) t a Í U~UcW) lo (4) 
i e n d o g¡ l a s r a i c e s d e l a e c u a c i ó n i;t^.C«-W) = <X, p a r a 
\ TOO toj^tJÍAxs^ " * ^ L } 
TCX.Y>= i a ^ ' ¿ ^ ( Í i H a ? ) + a , ] tojgiU) Su.WÍiiLy') (5) 
3 . 3 - 1 . 6 . Rec íángu£o con convicción en do¿ íadot y un £ado aítlado 
F i g . ( 3 . 3 - 1 . 6 ) . 
Cumple l a e c u a c i ó n 
•ÍK» T>V2" o<V¿L7 (1) 
Con l a s c o n d i c i o n e s i n d i c a d a s en l a f i g u r a . 
A p l i c a n d o a (1) l a t r a n s f o r m a d a f i n i t a d e l c o s e n o de F o u -
r i e r como en e l a p a r t a d o 3 . 3 - 1 . 5 
¿¿KM t}lcits\ 
6? ' "v < 'V (2) 
Resolviendo (2) por transformadas de Laplace y con las condicio-







 i- toUiUVa.fcKUfeV, (3) 
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y sustituyendo en (2) 
(4) 
y para TGO=T, 
(5) 
Eje-mplo 3. 3-I. 6 (a) 
Los soportes de un equipo industrial tienen forma paralele 
pipédica con una sección recta 2L* = 0,4 nn. y L^- o,é m 
véase Fig. (3.3-1.6). En determinadas condiciones el lado iL* 
en y = 0 alcanza una temperatura de 200°C y los restantes la-
dos pierden calor por radiación y convección a un medio a 0°C . 
El material del soporte puede considerarse como homogéneo con una 
conductividad térmica de 2> Wui£y^*¿\ y los coeficientes 
de convección-radiación toman valores de 6 vCcayWvw* *t) (míni^ 
mo) y i? ÍMcaX.ÁYfi^\ (máximo). Calcular para estos coefi-
cientes: 
a) Temperaturas en los puntos (°, L^', (Lx,l^)' (Lx,o) 
b) Calor perdido a través de los lados 
c) Eficacia térmica 
d) Comparar los resultados con los que se obtienen conside-
rando el soporte como una aleta recta de pequeño espesor. 
Solución: 
a! La distribución de temperaturas responde a la ec.3.3-1.6 
(5) con temperatura constante ~K*)="Ti = 20O(T¿) 
Las raices de la ecuación 
Apéndice 1 , tabla l.Ms") 
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Para W- fe (Waü^^i ^ U , a , = 0,4 
í ,= 2.q6S ¿,= «.3 C4= * « f4r41.3 Cs=C2,<i 
Para k = I? (kt«VkmT «0 
$,* 4.S4 t , = n.3 Í,= 3W Í4=4T65 ác= « * 
Aplicando la e c . 3 .3-1.6(5) con T,-2.ooft.') 
a, C^o,LYX°c) T ÍW^c) T(U,O>C) 
2 43 35 200 
6 1 2 , 9 7 , 8 200 
b) La cantidad de calor por unidad de altura ^/l 
teniendo en cuenta la simetría de la figura 
y realizando la integración resulta 




 = 2 ^ « W % * » s °'OT 
O, = 6 H - " 1 5 / s i co = ° ' 1 0 
d) Si se considera con pérdida de calor en ^-1 de 
la ec. 3.2-1.1(5) 
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V,_ lUmVi. ( H U ^ W ) Wvvv. \ donde w.= >lü 
Para a, = 2 v¡=o,4q 
Para a,= £ 1« <»« 
Ejímplo 3.3-I.6(a) 
Una pared prismática de valores W=Oi^ *»v y L^=2*w tiene 
los lados x = 0 y y = Ly aislados. Pig. 3.3-1.6(a). En el lado 
x=\-x se pierde calor por convección-radiación con un valor de 
Vi.= \é (K^Vwv^*) a un medio a 20°C . La conductividad térmica 
del material es de 2. (^ ¿^ /Wwi*¿) . Calcular la cantidad de calor 
que se pierde en los siguientes casos: 
a) En y = 0 , T = 100°C 
b) Variación de temperatura lineal en y = 0 ; T - 0 en 
x = 0; y T = 100°C en x = \_jc 
Solución: 
a) La pérdida de calor por unidad de altura vale 
derivando la ecuación 3.6-1,6(a) en y = 0 y T,= \oo°C 
y por integración entre Lx y 0 y teniendo en cuenta CL(=fc 
Las raices son ^«a.sa, ?2-=1.«G; $s= ^ .«a i *«= lí,'ci> ís= 25,T1 
Ly


















































































































































































































































































































y por la ecuación 3.6-1.6(a) resulta 
Hallando V" /ON)V=O e integrando respecto a x entre \-x y ce 
ro resulta 
Utilizando las raices del apartado a) resulta 
3.3-2. P¿¿í^¿fauc¿ón de íempe/iatuia* en e¿ campo comptíjo 
En los apartados anteriores se ha visto que la temperatura 
en el plano X,y está representada por TCx.y) . se trata de ha-
llar la distribución de temperaturas equivalente en el plano com-
plejo, y la forma de pasar las soluciones de uno a otro plano, pa 
ra lograr resolver los problemas térmicos, que presentan solución 
difícil en uno de los planos, al plano correspondiente, en el 
cual, la solución del problema es más fácil. 
Recordemos, que el plano *,*j y el plano complejo Z , 
están ligados por 1~ X+iy donde x e y son una pareja or-
denada de números reales. Análogamente, un número complejo en for 
ma polar, puede escribirse 1= f (Ccs & + í S*»i 8") . Así pues, la 
transformación del plano x\y en el plano complejo es simple. 
Consideremos las propiedades de una transformación del campo Z , 
en otro campo U>(?") = f C¿) = u. A-v v
 = f (x \ i.y) 
s i K"¿) es analítica en el plano Z f'(z) + o se cum-
ple 
"OX ?>* 
?*• + i. 2i? = \ í'(z) 





§£- gv (3) 
T>x Sy 
5y -.au (4) 
t>x - Sv l ' 
Las ecuaciones (1),(2), (3) y (4) se conocen como relaciones de 
Cauchy-Riemann. Multiplicando miembro a miembro (3) y (4) 
•ax ax + $v fcY " (5) 
en todo punto (*|Y) la tangente a la curva U(x,>/) = C\JL , es pe r -
pendicular a la tangente a la curva V (x.V) • O* , y l a s curvas 
uCxiv) y v(XiV) en un punto x,y son o r togona les . 
Si W C¿) = u.[x,y) + Lvlx.v) 
iuJ_sy ¡.au - 'ay + i. av 
Si ' BX" ay * *i ** 
l^rHixT^T-d-^^r 
( 6 ) 
( 7 ) 
Derivando l a s ecuaciones (1) y (2) se t i e n e 
y a _ yv y y »u. 
B-x7 tx-di 7 aT5* ©V 
luego 
3i^
 + •adu. _D 
( 8 ) 
y análogamente 
*U -
•ax* "a^ 1 (9) 
^
 + ^  ^o 
es decir, (8) y (9) cumplen la ecuacifin de Laplace, y se denonU 
nan iunc¿one¿ a.lm6n¿ca¿ en una región del plano z . Las funcio 
nes u y v se llaman ¿unciones conjugadai, y puede hallarse 
una de ellas a partir de la otra con una constante aditiva. 
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La distribución de temperaturas, en dos dimensiones, régi-
men estacionario, y sin generación de calor, cumple la ecuación 
o (10) 
La temperatura es pues una función armónica en el plano z . La 
solución general de la ecuación de Laplace es T(z) - ~H*.Y) + *- »l>t>yj 
donde, T(x,v~) corresponde a la parte real, y ~T"A(X,V) a la par-
te imaginaria. 
Las lineas T(*,y) son -Liotílm-ícai y las líneas "VC^ -.V) 
a.d-iabátíca.6 y de acuerdo con las ecuaciones (3) y (4) , se cortan 
perpendicularmente en el punto comün a ambas. 
Si la ecuación (10), se cumple en el plano z , se trata 
de ver, si se cumple en el plano i*> i definido por u)-ffe) = u + iv 
si tCx") es analítica y f'CiJ+o x=x(u,v) v/^ (y,\í) y ~U,Y~) 
es armónica en W , se obtiene 
Su' TM* (11) 
La ecuación (11) se deduce considerando 
5l_ gl.au
 + ?T.|y sr _ err au. , 22.ay 
Hallando las derivadas segundas resulta 
Teniendo en cuenta las ecuaciones (3) , (4) y (6),(7) resulta: 
y si t'C*J + c se cumple la ecuación (11). 
De las consideraciones anteriores, se desprenden dos tipos 
importantes de aplicaciones en la transmisión de calor en dos di-
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mensiones y régimen e s t a c i o n a r i o : 
a) Las s o l u c i o n e s TCXiV) pueden t r a n s p o r t a r s e a l p l a n o u), 
o b t e n i é n d o s e T(u>v) y rec iprocamente t e n i e n d o en cuen 
ta l a transformación w= t(i) = f(x + iy) = a + iv 
y l a correspondencia de l a s c o n d i c i o n e s de contorno en 
l o s p l a n o s Z y U) 
b) A p a r t i r de l a temperatura en e l campo comple jo , pueden 
de terminarse l o s f l u j o s t é r m i c o s , que son p e r p e n d i c u l a -
r e s a l a s l i n e a s i s o t é r m i c a s , y t a n g e n c i a l e s a l a s l i -
neas a d i a b á t i c a s . 
TA.an&{ofLmac4.one.¿ cotiioxmíi 
a) F i g . 3 . 3 - 2 ( a ) 




Las curvas del plano z que corresponden a las lineas 
son elipses 
= \ 
y las curvas correspondientes a V = cte son hipérbolas 




— I V — ¡ D 
I 
'L 1|__-_ \ t 
i i ' 





^ i ^ t ^ * - ^ 
^ l - ^ & V - ^ V 
T.taw¿)5oA.mac^ 5n de po-t-tgonoA 
Las secciones poligonales y sus modificaciones tales como 
paredes en ángulo recto, ensanchamientos, estrechamientos o cur-
vaturas diversas son frecuentes en instalaciones industriales, y 
la solución de los problemas térmicos bidimensionales, en régi-
men estacionario, puede lograrse, por las conocidas transforma-
ciones de Christoffel-Schwarz, que trasladan la figura geométri 
ca, al semiplano positivo del campo lo . en el cual, puede obte-
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nerse la distribución de temperaturas, con las correspondientes 
condiciones de contorno. 
Un polígono de vértices *,,7», 2
 4 ) 2,,, z 5 con ángulos 
internos *?,,*,,**, *A¡ ^ s Fig. 3.3-2(c) se transforma en pun-
tos del eje real del plano U Fig. 3.3-2.2 (c) por la ecuación 
• • -oc «• oo 
V « 
Fig. 3.3-2.2(c) 
- 0 0 
• i 
V 




4-. • í i . <*Váu) = A (ui-uoV* (uHi,)' (w-u^ ÍS-x 
A-» *-. 
z _ A \(u)-u^:x |u)-us")« Au + 
( 1 ) 
(2) 
donde A y B son constantes complejas. B es el punto del 
plano Z que corresponde al origen del semiplano, es decir 
OJ-o En efecto, de la ecuación (1) se tiene 
CVn» d-£ _ ovra d,u3 -V G A A A +U)",'\ a~*(uJ-lt»)+ 
(3) 
Cuando en el plano z se va hacia 2, en el plano ^ se co-
rresponde desde - oo hacia u., . En el paso de u., el argumen-
to 6
 e n e i p i a n o u) pasa de tt a cero, y el argumento Al 
en el plano 2 disminuye en (^-i)a*-^(.>*>-u^
 =^i _r)Ti r ^ .--n 
es decir, crece en la dirección positiva (jt-^) . En el paso 
por 1, y su correspondiente ^i , los restantes miembros de la 
ecuacifin no se alteran, y asi, durante el recorrido del polígono, 
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se produce la misma transformación en los puntos Zj,^,"^, ¿_^ 
con sus ángulos %.. ^i-il 'Jl¿) ^ 5 con respecto a los puntos 
a,, Uj, u 4 , u 5 d e l p l a n o W • 
La solución de la ecuación (2) puede hacerse eligiendo 3 
puntos UI,U2J y U3 normalmente uno de ellos, US/ en el 
infinito, cumpliéndose 
¿Lio ' V "•* ' < 4 ) 
Si el polígono contiene un vértice con ^=° se trata de rec 
tas paralelas y poniendo éste vértice en forma polar 
7_ ( á^ + 6 = i A,e + B 
y puesto que P varía entre o y Ti para u:oo y u.r-o° 
se tiene 
3.3-2.1. Secíoi c-Liculai 
Se desea conocer la distribución de temperaturas del sector 




« ? + - 5 T _ 0 ° ¿ r C G (i) 
con l a s c o n d i c i o n e s 
T - o * * ° 0 ¿ r ¿ B 
en 
T r 0 ^ Q OCTÍV. 
La transformación conforme adecuada para transformar el sector en 
rectángulo en el semiplano-positivo de U) es 
f ( ^ ^ v v - ^ M T ) (2) 
puesto que si 7 = Y eyb(-i.$) = -r(c<>5 » 4 i i^wS) 
y ftó= m)=ie*Htt 
y si se desea que ® esté en el semiplano positivo de ui 
si el sector se extiende en una región del plano comprendida entre 
O-TI 
y las nuevas variables son 
^ vf \-r) 
La e c u a c i ó n (1) se t r a n s f o r m a 
-2R . 3 n o¿u¿TX 
"8U."1 -Q\/*~0 0 ¿ V (3) 
Con l a s c o n d i c i o n e s F i g . 3 . 3 - 2 . 1 ( a ) 
T t 0 U = U V70 ( 4 ) 
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La solución de la ecuación (3) con las condiciones (4) corresponde 
a la solución de un rectángulo semiinfinito hallado en el apartado 




 w ^ \TG£> W ^ ) A U Í 
Haciendo él cambio de variables U- "!| e y;V=II í^vl) obte-
nemos la solución 




Un material de conductividad \i^  V ^Av^-t) tiene una 
sección recta de sector circular de radio 0,5 m y ángulo 45°. 
La superficie curva se mantiene a temperatura constante de 100°C. 
Calcular 
a) La distribución de temperaturas en el sector circular 
con los lados rectos a 0°C . 
b) La cantidad de calor que se pierde por las superficies 
rectas por unidad de altura cuando éstas últimas se en-
cuentran en un medio a 0°C y con un coeficiente de con 
vección-radiación de 10 (^ /^^ /m1 *t) 
c) Eficacia térmica. 
Solución: 
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a) Por l a e c u a c i ó n 3 . 3 - 2 . 1 ( 8 ) 
'
 ;
 TV Z_ 2.KM 
a s i , p a r a un p u n t o y - v g 7 
b) Las c o n d i c i o n e s en e l s e c t o r c i r c u l a r son 
o p o r s i m e t r í a 
8"T - . „ T o*. 0 = ± 5 / • f f i - o ©=o 
7)6 
y las condiciones en el rectángulo de la transformación conforme 
3? - ffi le- lü - a, -v ¿ 
ou- 39 -su ?>6 ~ Tf 
U - <*> T a- Ti ^ >o 
La solución del problema es la dada en el apartado 3.3-1.3 de un 
rectángulo semiinfinito con convección y con las condiciones an-
teriores 
OO (TI 
L r,(r'4L?) + \=, 
y finalmente 
donde t,- a/g y ¿. son las raices de é: ^ ( < ^ = t> 
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La cantidad de calor que se pierde al exterior 
\---^\m6-^-^\p^A* 
Derivando e integrando las expresiones anteriores resulta 
1 - 4.T. ^ f 1 , 
Para a , = ]°/\yS b,-= o,«3 l a s r a i c e s son 
4 , - 0 . 1 4 % l = \.V& í i = a,i^ í4«= 3,lo ís-=4,oo 






Ca¿o b) F i g . ( 3 . 3 - 2 . 1 ( b ) ) 
T= X r ) 
T=o 
T = o 
T= O 
S = o 
8 = 0 
» = f 
» = ^ 
0 < r < . R 
r=R-
•f = fc 
o < . r < E 
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Procediendo en forma análoga al apartado 3.3-2.1 y con la 
misma transformación, conforme. La ecuación de distribución de tem 
peraturas es 
^ + 2ET -, 
(i) 
Con las condiciones que se indican en la f igura 3 .3-2.2(a) 
T= 7 6 0 
7 = o 
7 = O 
U = O 




O ¿ U . Í T I 
y la solución de (1) es la correspondiente a un rectángulo semiin-
f i n i t o dada en e l apartado 3 .3 -1 .2 . Con e l cambio de v a r i a b l e s 
T(T,e)= x íxeó w ^ f t j f , ! "W 
a T l
 Jo \ - ^ - | ) + C^W(V-vO C« ( i - ^ C B J ^ K S . v O J 
Ca¿o c) F ig . (3 .3 -2 .1 (c ) 
••-x 
7 T 7 C 0 
T=TCO 
7 ^ o 
e ^ o 
© = >? 
o ¿e<<? 
O ^ T 
o ¿r 
T = T 
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Para la ecuación (1) las condiciones son: 
Ts TOO en 
T= XCr) 
r~ o 
y la solución es la dada en 3.3-1.1(10) 
dU/' 
u = o 
u. — o 
O. = T l 




^ = sh\TW M$ f t > UtoO-^-VCftVvÍM-V) (3) 
3 . 3 - 2 . 2 . C.¿>icu.eo 
Consideremos el circulo de la Fig. 3.3-2.2(a) que cumple 
la ecuación 
3X1 *1L' 
OCY¿ \ (1) 
Fig. 3,3-2,2(a) 
! • — ' " — I 
F' 6' O' ^ •' C" O* E" 
_J i i j i 1 1 I 
con las condiciones 
T:T(6) en T = \ 
T- O f - ' 
Haciendo la transformación conforme U)= *C*5 - H V'+ZJ 
locar el circulo en el semiplano positivo se tiene: 
U) = U - t l V 
para co-
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y par - I r r f e g ) 
Para 
2 _ - \ U) ^ co (2) 
2-- i 1 - * 
y asi la representación conforme es la figura 3.3-2.2(a). 
La ecuación (1) se transforma 
•nu? TW* (3) 
con las condiciones 
ir-res') "-"' S J 7 ° 
La solución de (3), puesto que es armónica en el semiplano "^?° 
y tiene valores T(u.') en el eje u , es la integral de Poissón 
*T(u,vA= ± r^TC^) «**' (4) 
v/i+íu-u')'1 
Para "TrT, 
y cambiando al plano 2 
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y en coordenadas polares 
(5) 
(6) 
así resulta, que, por la transformación al semiplano U) podemos 
hallar distribuciones de temperaturas en configuraciones geométri-
cas complejas que resultan difíciles de resolver en el plano z . 
3.3-2.3. Cotona clx.cula.1 
Figura 3.3-2.3(a) 




Fig. 3. 3-2. 3 (a) 
Con las condiciones 
"T=0 •r=m, o ¿ 8 Íau 
Haciendo la transformación conforme 
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y la representación en el plano u) 
u=-u, u=ui 
La ecuación (1) se transforma 






u - u., 
N / - C 
\¿ - JTÍ 
^* -o en 
La solución de la ecuación (2) corresponde a un rectángulo. Cam-
biando las variables resulta 
E/empío 3.3-2.3. 
Una columna cilindrica de 1 m de radio y conductividad 
térmica 1 \¡¿cai/\^<^»¿) se calienta a 100°C en la superficie 
exterior paralela al eje Z y en un arco de 4 5° . Se desea cono 
cer: 
a) Distribución de temperaturas en el interior de la colum 
na si la temperatura en la superficie exterior no calen 
tada se encuentra a 0°C . 
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b) ídem si la superficie se encuentra en un medio a 0°C 
y coeficiente de convección radiación de \0 y^ otl/v,,«? •&) 
c) Cantidad de calor perdida al exterior en el caso b ) . 
d) Eficacia térmica de la columna para el caso b ) . 
Solución: 
a) el arco ~^/A se sitúa en 8 = t "Vg y aplicando la ecua-
ción de Poisson para el semiplano 
donde 
y, u y v, las expresiones dadas en 3.3-2.4, y finalmente 
o en coordenadas 
asi para el centro- T = o , e ^ o , T (o, o)= \°9 O*AA. %=-g£l, = ¿« .^°0 / ' TI o \- 0,4% 
b) Haciendo las transformaciones circulo semiplano rec 
tSngulo se obtienen las figuras (a),(b)y(c)• 
La solución de (c) es la ecuación 3.3-1.3(7), 







- - » , T 
TOOO 
L L . 
I 
y u ' y v ' son l o s componentes de l a t r a n s f o r m a c i ó n 
y s i 
•a a' W )\T>uJ\J>u.') TMl^vASv') ( * r=\ ^ e = "^ 
- t , 
-*•(£«£) BT T I 
y s i 
3 u _ a + 4a,*-ftu 
, i v j - i y -A^ 
y b,= SS Las r a i c e s de 56 . a s o n : 
Í^\So/c, t = 4 « / a í » = « 5 / a <4= ">-«>/«. í 4 = » ^ « . 
y f i n a l m e n t í 
T(u', u v')= U . i o 4 > - ? - ^ í Un [fcuQ Z l ^ ^ o ^ f t ^ + s t 1 ) ! ar5Co,4%í;") 
a p l i c a n d o e s t a ecuac ión a l pun to u ' =
 0 j v ' = c 7 - , T ( O , O ) C Í \ O O ^ 
En e l c e n t r o T = O 6 = O v'= o,a 1*1 = \ "V (o; o,i) í£ <i\t¿) 
c) í; V.« - t . ^ ( ^ \ * 4 a W ' ^ X ^ , O ^ U J ^ I *CtXA*<0 • = É>»0 ( ^ ) 
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d) 
v l - GOO - o,\o<\ 
3 . 3 - 2 . 4 . Coiona.6 c¿icula.m& e.xcínti¿ccu 




* • • 
F i g . 3 . 3 - 2 , 4 ( a ) 
se cumple la ecuación 
3>i 3W1 fc,<r< e2 (1) 
con l a s c o n d i c i o n e s 
T= O «~ f = R | 
T = T ( S ) r - í ? . 
Por aplicación de la transformación 
(2) 





análogamente para la circunferencia de radio 
?i = x.-Cx.-c")* -x.tx.+eO <4) 
y de (3) y (4) 
VTJ," K, UJ»- ea 
La transformación da en el plano u,v un rectángulo que corres-
ponde a la ecuación 
íul 5V- _ n < v ¿n (5) 
con las condiciones 
© , - e x = o v/ = o T ^ T C e l «-«. u - s U ^ r JUA ( 1 ^ 
B,= O Si-Tt v=-Tt 
La ecuación (5) puede resolverse por transformadas de Fourier con 
siderendo un rectángulo con 2 caras opuestas aisladas. En el ca 
so de T(e"i =T, las líneas isotérmicas, son paralelas al eje 0V~ 
y las adiabáticas, al eje OU , y la cantidad de calor que atra-
viesa la sección anular vale 
4- feT' - & (6) 
z- -u^ Tu,- uTc (6) 
donde 
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Formas con tratamiento análogos son las figuras 3.3-2.4(b), 








 Fig,3,3-2,4(e) " 
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Eje.mp¿o 3.3-2.4. 
La sección recta comprendida entre dos circunferencias ex-
céntricas de radios 0,5m y 0,lm y distancia entre centros de 
circunferencias de 0,3 m , está formada por un material de 
^
 = \ fkcaA^ l,yv»c) Se desea conocer. 
a) Cantidad de calor que se intercambia por unidad de altu-
ra cuando la superficie r = 0,5 m tiene una temperatu-
ra de 100°C y la superficie r = 0,1 0°C . 
b) Resistencia térmica del medio. 
c) La superficie r = 0,5 m a 100°C y la superficie 
r - 0,1 m en un medio a 10°C y un coeficiente convec-
ción-radiación de lo (^ ctílL/k ml *c\ 
Solución: 
a) Ap l i cando l a t r a n s f o r m a c i ó n de 3 . 3 - 2 , 6 ( F i g . 3 . 3 - 2 - 6 ( a ) ) 
$ _ _ k 41 - Í\L loo-O 
ux, ^ unw ^ - f f t - ' y 
%.- a-ufe joo-o
 = 5S«,7 (^^ÁvO 
Z \ , U 5 V 
b) B,. = ± « * - Í » U gt»*Hfr-»y,. o,n<i (ynWcN 
C)
 &.»*"• C"* )^ 
3 - 3 - 2 . 5 . S e c c i o n e * d^vetAai 




Manteniendo la misma nomenclatura que el apartado 3.3-2.6 
Si £ x -*•<» u.T—»o 
U, - JUv &\ = ' ' W ^ - » ' •®r R, 
y la ecuación de distribución de temperatura es 
(1) 
o¿ a. ¿u., 
con las condiciones 
T - o 






V r - T l 
- n ¿ \/ ¿ n 
_-n ¿ *j t u 
o ¿ VA t u . , 
o ¿ u u 
d o n d e 
U= iv (M "n = JbwfS ®. v= e,-e2 
3_ . fe!, _T, 
(2) 
^ E^TT ^^&Y-lk^Mñ (3) 
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b) Vo¿ tubo* de Kad¿o& R, y separados entre ellos por 
una distancia ¿=2x,-i8l Fig. 3.3-2.5(b) 
S i U¡ = 2U. 
F i g . 3 . 3 - 2 . 5 ( b ) 
V T (tí) =T, 
^ w t ufe v ^ I <4> 
c) Vo¿ tubot de d¿¿t¿nto& iad¿o¿ F i g . 3 . 3 - 2 . 5 ( c ) 
Fig. 3. 3-2. 5 (c) \ a T 
•zv 
u'= lu + u^ T(e^  =T( 
-^ ^=^[Mf^^Hf^ (5) 
d) Sem^íubo con plano infinito Fig. 3.3-2.5(d) 
Aplicando una transformación en serie &*) = ***?%-= ' a 
La linea BCD del plano Z corresponde al semicírculo de radio 
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y centro en Z = 0 
tó = a* cAlM^V-^f (6) 
Fig.3.3-2.5(d) 
Si la temperatura del semicírculo es "V, y las zonas AB y DE 
permanecen a la temperatura T„ la solución es la temperatura 
compleja 
T = 1 v I¡ (KÍJ d^Vv (T. + % ) (7) 
separando las parte reales e imaginarias 
E/implo 3.3-2.5 
Una tubería de acero de 0,2 m de diámetro interior y 
5 mm de espesor transporta ún fluido a 60°C , con un coeficien 
te de convección fluido-tubo de 6oo (kCotlA ^ "c) • L a 
tubería se ha instalado bajo tierra a 1 m de profundidad desde 
el centro del tubo. La conductividad térmica del terreno es de 
\ (fcí.al/V-m''^  Calcular: 
a) Las pérdidas de calor si el ambiente exterior se en-
cuentra a 10°C con un coeficiente convección-radia-
ción de 
b) Repetir el caso a) cuando la tubería se recubre con 
un aislante de 5 cm de espesor y conductividad térnú 
ca 
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S o l u c i ó n : 
a) 
q- S.TTL é l 
y sustituyendo valores 
^ _ 3.U. So 
L
 —!
 + 1 Xwfe!2-5>\ -v i JLfiWKo.'os)2 + 1 
0.1. t o o 4o \0^o°l l V o, 105 5 
0.OI&6 + O, O 0 1 Z + 2 , 3 4 4 +0,1£) 
como puede observarse, las resistencias térmicas del interior y 
del tubo son despreciables frente a las restantes y 
b) De acuerdo con el cálculo del caso a) 
3\4 
0,O5 \Q,\oSJ l \ O.lSS 





a) Transformación del rectángulo semiinfinito en el semipla 
Fig. 3.3-2.6(a) . Aplicando la transformación de Christof-
A 
*J 








C / o' 








\J v-w 1 
+ fe - A i OOu.ÍAwv LO -V B 
A,= W 
c w , St-»\ w w = _ u^r^ a 
( i ) 
( 2 ) 
( 3 ) 
y la d i s t r i b u c i ó n de temperaturas en e l plano 10 
(4) 3 a ' ÍM1 
Para l a s condiciones 
TrT, - 0 0 4 U £-1 
( 5 ) 
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La solución por la ecuación de Poisson para el semiplano 
+
 > ""Hl^" ' ^  *"H ^  ^ "°H ^  ^ 
b) Tianiíoimac-CSn de pa.ie.ct con ángu¿o lec-to en e¿ iimipta.-




C 0' C" 
• • • 
Fig. 3.3-2.6(b) 
(1) 
y para los giros 
Haciendo \/i*)-' _ ^ 




Para lo-l 7_ = B y el origen del plano Z se encuentra 
en D, u l - L z=_\,x.iLY L y:U, U= A " A ) k>=L*/Ly 
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Para valores grandes de uJ , uHb ~ u) y la ec. ( 3 ) toma la for 
ma 
si en el plano z se cumple 
"O*1 7,^ (5) 
En el plano w se cumple *»*> = ^ Jw^^° y p 0 r ia ec. (4) 
h^ -_ Ax,
 +1 L v Í Q ^ i W ^ ^ ^ (6) 
n n * A ' 
siguiendo las líneas isotérmicas ABC con T = 0 y CDE con 
T=T, se recorre el semiplano en la dirección -oo¿u.<+w y 
para el eje x se tiene 
y s i a , v' _ Ly j >-v 
y p a r a e l e j e OY 
VT0 = ? + UH^K j^l 
y s i V ^ ~ T ° V K T L 
t e , - . — J (io) 
c
 bpf 
S i L K = L V 
R ! 
Tt
~ feíif - a i w ¿ + 0 ( 1 1 ) 
v
 Lx n ' 
y el efecto del ángulo es disminuir la resistencia térmica en 
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Ejemplo 3.3-2.6 
La sección recta de las paredes de un horno tiene la forma 
que se indica en la Fig. (a) 
a) La resistencia térmica 
b) Cantidad de calor que se pierde al exterior 
Espesor de las paredes 0,40 m 
Temperatura de las superficies in-
teriores 1100°C . 
Temperatura de las superficies ex 
teriores 100°C . 
Conductividad térmica de las pare-
des 0,1 Kcal/hm°C . 
Solución: 
a) Considerando un cuadrante de la figura (a) y aplicando 
la ec.(8) de paredes en ángulo recto 
L_ (Wvw-¿\ 
y para l o s 4 cuadrantes 
b) 
1 _ á l - 1000.1.2O = Í100 [Xu¿/ ~\ 





F i g . 3 . 3 - 2 . 6 ( c ) 
1 = ¿ U<2=L. J - <Uo+* u) = hki
1 
l -d 1 
2 = A M'í^HW" 
En uJ = W 
r TI 4 + 6=-^ ^ b = V L ' 
ffe 
C Bf C 
- • 1 * -
I k 
Con e l origen de Z en e l punto ce ro . 
Para va lores grandes de x 
* n i li-fe) Vb ^ c ^ n 1 
y sustituyendo los valores 
e identificando 
•n 




y el efecto de los ángulos es modificar la resistencia térmica con 
las expresiones que se añaden a x/Ly 
Eje.mp¿o 3. 3-2.íla) 
Calcular las pérdidas de calor en una pared que tiene la 
forma de la figura 3.3-2.6(c) con las características siguientes: 
L^D.lovw Uj.OAww. longitud 6 m 
Temperatura en la superficie escalonada 30°C 
Temperatura en la superficie recta 0°C 
Conductividad térmica del material 0,5 (Kcal/hm°C) 
Solución: 
0 .^i-viUíoá^-JiJUIWiSlN \Kc*iJ 
'^  L 0,6 n ^ V 4.0.1* ' ^ \o,6-0,ij 
3.3-4.1. Cítindlo 6e.m-L¿n(i¿n¿tc (Fig. 3.4-1) 
Cumple la ecuación 
si la temperatura es independiente de 9 
-&r» r}r -a-!2 Ia» 
con las condiciones 
T = TCr) ? = O Oi-ríC 
T r o ^ = * 0 ¿ 7 
T = o "z = °° (b) 




y su inversión 
oo 
Aplicando a los miembros de (1) la transformada anterior 
donde £; son las raices positivas de 'Se(4¿tt)*o y 3.^ 3, 
son las funciones de Bessel de grado 0 y 1 respectivamente 
kolwl" Ui1T0»^r)*r J-l (4) 
* o 
De (1), (3) y (4) resulta 
dtluSi^nJ^txi
 (5) 
Resolviendo (5) por transformadas de Laplace y si 
f(s} = A B I S .ato (6) 
y por l a i nve r s i f i n de f ( s ) 
Í-'C^ - ^H.O Cii) = Mi) aoU&z) * *£> s**Ufc^ 
Jo 
e n 7 -_ t o B « " i = 4 A « ) 
fH,o C*.-»") = ÍH.otí.o} M f f c * ^ (7) 
y s u s t i t u y e n d o en (2) 
-rCr,-¿) = | s y | j f g & *«bC-te») j U O r J.(fcr) i r ( 8 ) 
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Jo Si 
TCf,^ » — £_
 u ^ ¿ t P r ;- (9) 
3 .3 -4 .2 . C¿U.*dx.o {lulto (Fig.V3.4-2) 
Cumple la ecuación 
Í T l T 7>T » f 0 ¿ 7 ¿ \ - l ( 1 ) 
con la» condiciones de la Fig.3.3r4.2. (2) 
Aplicando la transformada finita de Hankel como en el apar 
tado (3.4.1) se tiene 
Ai* ' (3) 
aplicando a (3) la transformada de Laplace y 6U inversifin con las 
condiciones (2). 
. . . . r i /• _\ 
En l = o J o 
y finalmente 
y por la inversifin de 
u r , T ) =
 T*¿-3,Hfc*) siwklíiW) Jo 
Para T ( T ^ - X 
f° 




3.3-4.3. Clllndn.0 i¿nlto (Fig/1.3.4-3) . 
Cumple la ecuación 
con las condiciones de la Fig.3.3.4-3; (2) 
Aplicando a (1) la transformada finita del seno de Fourier 
con la inversión 
*" ' I-, fes, (4) 
La ec. (3) es una ecuación de Bessel modificada (Apéndice I) cuya 
solución es 
Í*U.<)= c> 1 » C T « ) + C I ^ . U 0 (5) 
De las condiciones (2) 
en r = tt Cf- ( C ^ = \ " U ^ í«~ {ÍA Ai 
' o 
r - o ¿ ^/iv - ° C* = c 
y finalmente de (4) 


























































































































4Tf L l ^ ^ w L M ^ t í 
»(T-^ = ir ¿_ Uí^ó^Q (^ )^ (8) 
E/empío 3.3-4.2 
Una barra cilindrica de 0,5 m de altura y 0,10 m d« diS^  
metro se calienta en una de sus bases circulares a 200°C mien-
tras que las restantes superficies se mantienen a 0°C . La conduc 
tividad térmica del material es de 15 (Kcal/hm°c) . Calcular la dis 
tribución de temperaturas en el plano normal al eje axial en z=\--*-/i 
Solución: 
a) De la ecuación 3.4-2(6) y con las raices de I.vS¿'0=o 
T ( 7 ^ 4O0f hm .-i g = ^ ) 
siendo 
para e l punto r = ° > Vi 
^ ^ 0 U \
 = 4 0 0 . 0 , 2 3 3 = <*i.2 *C. 
3.3-4.3. C¿l¿ndxo ¿e.m¿¿ni¿n¿to con convección (Fig.V3-4.4) 
Cumple la ecuación 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 3.4-4; (2). 
Aplicando la transformada finita de Hankel a los mienbroi 
de (1) se tiene
 t 
y si t: es una raiz de ii 3^4: ¿i + V M ^ ^ - 0 
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el primer término del segundo miembro es cero,y 
y finalmente 
di* 
con la inversión 
(3) 
(4) 
Resolviendo (3) por transformadas de Laplace 
y por las condiciones (2) 
y finalmente por (4) 
Para "UT)^T, 
Jo te 
siendo a,= Vfe 
E/cmp£o 3.3-4. 3. 
La barra del ejemplo 3.4-2, en la base z = 
200°c y las restantes superficies se encuentran en 
0°C y con un coeficiente de convección radiación d 
- 258 -
Calcular: 
a) Distribución de temperaturas en el plano 7=U 
b) Calor perdido al exterior 
c) Eficacia térmica 
d) Comparar los resultados anteriores con la hipótesis de 
temperatura constante en los planos perpendiculares al 
eje Z . 
Solución: 
a) El problema se identifica con la ecuación 3.3-4.5 y su 
correspondiente figura. En i-=Lz se cumple 
s 
T(T,IV\-, a-T.g, y s.(*:^  
siendo 4i l a s r a i c e s de O., 3.(4;») = i 3, (tíl) 
Para a , t t - \ , « 3 l as ra i ces de a,e=o,tct t a b l a 
fe 
Apéndice I 
R ^ - 0 , ^ 5 8 R<3=3,S4 ftti=l,oa fcí^VO.rj ftts = >3.32 
En e l c e n t r o Y = o T(o , ^  ~ ^ »c 
b)
 v-anw l\&u/* 
Jo 
y
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dl Por la ec. 3.2-3.2(5), 
3.3-5.1. Tub0 d i n i t o  (Fig. 3-3-5.1) 
Cumple la ecuacidn 
E + \ z 4 a 3  R O C ~ L  RL 
arl  r a t  a-rl=O 0 4 2  ~ 1 . ~  
Con las condiciones de la Fig. (3.3-54 ; (2) 
Se define la transformada finita de Hankel de orden cero 
de la forma . 
siendo ''i!; las raices positivas de 
Aplicando a (1) la transformada de orden 3 
y si Iy y Yg son la solucidn de .la ecuacibn de Bessel 
fi ,r m +(,-$)7=0 
a y z  r ar . 
Y Para 3-0 y teniendo en cuenta (4) y J,(T~Y;CI)-'(~(T)I'(-C~= & 
con las condiciones (2) y de (5) y (6) 
dL C U ~ O  (glz) = l a u o  ( h , ~ )  
dz2 (7 )  
Para hallar la inversidn de (3),la condicidn de ortogonalidad 
Resolviendo la ecuacidn ( 7 )  con la6 condiciones (2) 
y por la inversidn (8) 
Para 7=TI 
la integral (11) vale 
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3.3-5.2. Tubo {Inlto Fig. (3.3-5.2) 
Cumple la ecuación 
con las condiciones de la Fig. (3.3-6-2) ; (2) 
Se define la transformada finita de Hankel 
U o Wr.T)] = Ü,«,U.^ = ( \r,Í) rCod-filr 
j£o (2) 
donde 
C (Í ;TN) = iMiñ Y c ' C Í ; ^ - 3c tfcaaY.ífcr) ( 3 , 
y ^i son l a s r a i c e s de la ecuación 
con la condición de or togonal idad 
(4) 
j
 Wr L • J o L j Kc 
Por (3) y (4) y con la relación SoCWYolír^ -X.Cf^ 'Si (<«Í=^?V 




y la inversión de (2) vale 
T(r í, - ül \ C-JC^C^r-l jf^
 (<ií) 
(6) 
Aplicando a (1) la transformada anterior y en forma análoga al 
apartado (3.5-1) 
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Resolviendo (7) con las condiciones (2) 
y por la inversión (6) 
3.3-5.3. Tufco ¿¿n-Lto con convicción (Fig. 3.3-5.3) 
Cumple la ecuación 
^ T-6T 312
 0 < f Z ¿ U 
con las condiciones de la Fig.3.3-5-3 (2) 
Aplicando la transformada finita de Hankel a 
(1) se tiene 
siendo 
C C S . T ^ - i.Ctíñv'(tt«¿-3:(tL»£>v.(tit»í 
donde ti son l a s r a i ces pos i t ivas de la ecuación 
[te Y.'( ÍÍB.-) +a,v.«lB¿a31.Ci«tUU.:.' t^ ft.") 4o.3.(fc«j}x'« 
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se obtiene la inversión 
Resolviendo (3) con las condiciones de (2) 




" * fe U: 3. «;tó«x.I.lí:C]-(a.í*Í^  tf KA")' 
" V T ) rC.(i;0¿T (10) 
Ejemplo 3.3-5.3 
Un tubo de acero de 0,20 m de diámetro exterior, 1 cm 
de espesor y 0,20 m de altura tiene en la superficie lateral 
t^ - o,\o(.v^) ~¡>oa<£c) . El medio ambiente en Ro está a una tempera 
tura de 0°C y el coeficiente de convección radiación es de 
45 (Kcal/hm1- °C) . La conductividad térmica del material es de 
30 (}Ccal/hIn',C,). 
Calcular: 
a) Distribución de temperaturas en las paredes r = 0,09 m 
b) Cantidad de calor que se pierde al exterior. 
c) Eficacia térmica 
d) Comparar los resultados anteriores con la hipótesis 
de temperatura constante en secciones perpendiculares 
del eje OZ . 
Solución: 
a) El problema corresponde a la ecuación 3.3-5(e) véase f¿ 
gura correspondiente. 
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En la superficie 2e = o,io y por la simetría del pro-
blema 
donde ¿* son las raices de i<uíiW) = rr ', 
Para « , - \ -V.S ^ . _ ,
 te r-B. 
y dando v a l o r e s s e t i e n e para l o s puntos 5 : C , i , 7 = o , o 
1 (0 ,1050 ,0= ISsfcO -VCo,v-,o,o)= l S ^ t O 
donde 
y q t 244 ^taV[J) 
c) 
ue_2£i_ , J £ 4 = 0i lS 
1
 Vv S. ioo 4S. G,\2.2>oo 
d) La e f i c a c i a de una barra de temperatura c o n s t a n t e en e l 
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3 . 3 - 6 . 1 . ?atia¿z¿e.plpzdo (Fig . 3 .3-6.1) 
En régimen e s t a c i o n a r i o y s in generación de c a l o r en e l in 





í l ¿ 
5*** »Ñ*+%Í* = 0 o<.*¿^
 (1) 
o ¿» < i-i 
con las condiciones T«"*i en el plano x/ = Uj y ^=° en 
los restantes planos (2), aplicando la transformada finita del s£ 
no de Fourier a (1) 
puesto que 
r e su l t ando l a ecuación 
TVJI -a^
 (3) 
con la inversión 
(4) 
aplicando a la ec. (3) nuevamente la transformada finita de Fourier 
respecto a Z y definida por 
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y la ecuación (3) se transforma en 
con la inversión 
nit^-tÍ^*1?^ (6) 
Resolviendo la ecuación (5) por transformadas de Laplace siendo 
J ' 
resulta la ecuación 
donde ol = S +y 
y s i í K C . ^ . i ) - W , MOUX^ AJC = i U / ^ p a r a m impar 
J 
Por l a i n v e r s i ó n (4) y t e n i e n d o en c u e n t a (3) 
'M'in.H-OT^-i: ,—
 (8) 
y s u s t i t u y e n d o l o s v a l o r e s de °t, *\ i i 
3 . 3 - 6 . 2 . PaKa¿e.¿e.p¿pzdo con caiaó a d¿¿t¿nta te.mpcha.tuia 
En e l i n t e r i o r d e l p a r a l e l e p í p e d o s e cumple l a e c u a c i ó n 
• £ T + E U ? 3 U o " 4 > ¿ U < D X 1 Í Y - fcZ"' o ¿ V < L») (1) 
con las condiciones de la Fig. 3.3-6.2. 
Aplicando el tratamiento del apartado 3.3-6.1 y con la mis- 
ma nomenclatura se tiene 
y por las inversiones (4) y (7) apartado 3.6-1 
3.3-6.3. PafiaLelepipedo con convecci6n 
En el interior del'paraleleplpedo se cumple la ecuaci6n 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fourier en la 
forma del apartado 3.3-1.5, 
67 puesto que si F* = a.7 el termino entre corchetes vale 
cero, donde S; .son las raices de f; h($L,) =a, , andlogamente 
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y la ec.(1) toma la forma 
con la inversión 
Tfx N a - 1 *> ^ t f ^ ^ fc^ 
(3) 
aplicando nuevamente la transformada f ini ta del coseno de Fcurier 
en la dirección Z a la ec . (2) , s i 
1% l ^ ( í , ^ ] = ^ í > N , * l V ( \ t ü » l * U i ) * > 
J o 
resulta 
*1% ( 4 ) 
donde -^ son las raices de la ecuación = a', con la 
inversión 
Resolviendo la ec.(4) por transformadas de Laplace 
o 
donde CfjN é^ +Vi? 




 ^ W ^ ^ u A v t f f W n (6) 




Un cubo de 2 m de lado y conductividad térmica 1 (Kcal/ 
hm°c) tiene una de sus caras a 50°C , Calcular: 
a) Distribución de temperaturas dentro del cuerpo si las 
temperaturas en las superficies de las restantes caras 
se cuentran a 0°C . 
b) Distribución de temperaturas en el cuerpo si las restan 
tes caras se encuentran en un medio a 0°C y con un 
coeficiente de convección radiación de 5 (Kcal/hnr °CJ . 
c) Eficacia térmica en el caso (b). 
d) Comparar el caso (c) con una distribución de temperatu-
ras constante en los planos paralelos a la cara que se 
encuentra a 50°C . 
Solución: 
a) La distribución de temperaturas viene dada por la ecua-
ción 3.3-6.1(8)6(9), con 
así, para el punto 1.1.1, en el centro del cubo TW/V • 
b) Con la ecuación 3.3-6.3(7) y si 
donde te y si *i ^<¿-lv:ly) - ft,-S las raices valen 
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asi, para el punto x=>/=7 = 2. T(a,2,a)=. \,4(fc"J 
La cantidad de calor que se pierde por las 5 caras vale 
y dando valores se obtiene 
C) ai = 122t<2 = 0,65? 
d) Teniendo en cuenta el apartado 3.2-3.1 
Los resultados c) y d) son como puede observarse muy diferentes 
debido a que en el cubo considerado la hipótesis de planos parale 
los con temperatura constante se aleja de la realidad para las d^ 
mensiones del problema. 
3.3-7. Uítodoó numé>i4.co¿ en ¿a &oluc¿6n de pnobíemai de. tn.ant,m¿-
6¿6n de catón, pon conducc-C6n en níg¿men e&tac¿onan¿o y &¿n 
geneíac-tán de calón.. 
Los métodos numéricos tienen su principal campo de aplica-
cién cuando se tratan problemas de cuerpos compuestos, es decir 
yuxtapuestos o en el caso de configuraciones geométricas complica 
das. 
a) Uallai cu.adxa.da6 
Consideremos una sección recta de un material de conductiva 
dad térmica constante, Fig. 3.3-7(a), en régimen estacionario, y 
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con una distribución de temperaturas 
en los puntos de la malla cuadrada, 
Ti i"** i"T».f * >y "T. De acuerdo con la ley 
de Fourier se cumple 




y s i L x ^ l y 
"Ti +Ti +"V~*~ ^ - ° (3) 
La extensión de la ec.(3) a n puntos de la sección recta consi-
derada, da lugar a n ecuaciones lineales, cuya solución con las 
temperaturas de contorno, determinan la distribución de temperatu 
ras en cada punto de la malla. El grado de aproximación a la solu 
ción exacta, está determinado por las dimensiones de la malla ele 
gida. En efecto, dentro del recinto se cumple 
^*l *^i- (4) 
Aplicando el desarrollo de Taylor a la ec.(4) en los puntos 1 , 
2 , 3 y 4 se tiene 
y considerando una aproximación de segundo orden y si L»«.UsL 
T,4-r2 W ^ = 4T0 + l? [@J,V^\1 <6> 
y la solución de la ec.(3), es tanto más exacta cuanto menor es 
el término que afecta a L1 es decir, cuando las dimensiones de 
Fig. 3.3-7(a) 
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la malla disminuyen. Por otra parte, cuando aumenta el número de 
retículos, aumenta también el número de ecuaciones, lo que se tra 
duce en mayor capacidad y tiempo en un ordenador digital. El com-
promiso entre capacidad de memoria y exactitud, dependen de cada 
caso particular, si bien es cierto, que para los problemas r.Ss 
frecuentes los ordenadores actuales poseen suficiente rapidez y 
capacidad. 
...tí •.< A 
b) Ua¿ía¿ diaaona.¿e.¿ (Fig. 3.3-7(b) 
El operador de Laplace es in-
variante para una rotación de ejes y 
reemplazando L por ViL se obtiene 
y 
(8) 1?4 m ; —Tur 
c) Ma££a¿ i í i e g u £ a ^ t e ¿ ( F i g . 3 . 3 - 7 (c) 
JO.fi fe; UV 
. 
Ti-Te
 4 T,-T0\ _ lt\,A¡) 
\+cu) 




Í > T \ l | J ] a _± (VT» ^T4-T.\ £ a . (VV, i a(T4-Tp 
-
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d) Cond¿c.¿one.& de contorno 
Pared p l a n a con convecc ión F i g . 
3 . 3 -7 (d ) 
fe L ^ a. -lo") + \R_\_,, (.VTo^ -v W^ ( V T . - ) ^ W Ly (* -To) = o 
(12) 
y s i -v-L^ 
^ ^ u v ^ t ^ ^ k )
 ( 13 ) 
Paredes en ángulo recto y convección 
Fig.3.3-7(d-l) . Para L,c = Uy 
?ig. 3.3--(d) 
V 2 ^ 7VÍ_1A) + W Ut='WtX^'j" 
te- v *• 
(1 
Paredes en ángulo recto y convección, "ig. 
3.3-7(d-2) 
3 1 0 
Fig.3.3-7(d-l) l ^ ^ A U U ^ W ^
 <i5) 
e) Ma£¿a¿ en cootdenadcu clLíndlicat 
Fig. 3.3-7(e). 
Fig.3.3-7(d-2) 
La ecuación general 
23 A i ?3 
puede escribirse 
(16) 
y en diferencias finitas 
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Los casos de mallas desiguales o superficies de contorno son tra_ 
tadas de la misma forma que los casos b ) , c) y d ) . 
f) Ual¿a.6 en cooKde.na.da.6 e.¿(¡é>i¿ca.¿ Fig. 3.3-7(f) 
La ecuación general es 
(20) 
y en forma análoga al caso ante-
rior e) 
A£> U ^ . i (21) 
g) Uallai ti¿a.ngulaxe.& Fig. 3.3-7 (g) 
Las coordenadas de los puntos 1 , 2 , 3 , 4 , 5 y 6 
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La ecuación dentro del recinto 
Desarrollando por Taylor la 








Calcular el ejemplo 3.3-2.8 por métodos numéricos. 
Solución: 
a) Considerando una malla cuadrada de 0,1 . 0,1 m de 
lados se obtiene para un octavo de la sección la figura a), cum 
pliéndose las relaciones 
Te,, = Ten r T0)„ = 100 (fC) 
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yoo°c 
í 2' 5" 4' 
T
 T -T „ •.,= V*O0 ^t\ 
y en cada punto de la malla 
donde a , b , c y d son las tempe-
raturas de los puntos adyacentes y 
la temperatura del punto central. 
La solución de las ecuaciones apl£ 
cadas a todos los puntos de la malla da 




S £ 1 t W U U 13 14 
150 34q 34% 347 347 347 544 341 335 3lo 1<^1 '-.Si ao5 *S1 
6o0 s^q sqg s<n s<?«, s<w si« •=«« 517 552 4qq AH 3n ~ 
V I «SO %S0 M I ?47 84£ S4É «45 «41 S36 «lo ^ S 586 
La c a n t i a d d e c a l o r q u e s e p i e r d e a l e x t e r i o r p a r a e l o c t a n t e 
4 = V\ A"
 = O.íTlXS ^2-43 , -v 14? 4 24S + 241 + 247 + 24« t - U í + IBS - 2 2 o 
-+ W i + \E2 -V IOS + S 2 + t i M s " l = i«2 ,4 [VCcfll/ \ 
y para toda la sección recta 
i-= ?.1<*2,4 = 2.2S¿\,2 (*"VU) 
- 283 -
3.3.8. Hítoda gx.ti¿co& en la. ¿oluc-Cón de pioblemat de tnan&rr.¿i>4.6n 
de cato*, poi conducción en iíg¿men e&tac¿onai¿o y ¿¿n gene-
\acX6n de catoi. 
Los métodos gráficos tienen su aplicación en formas geomé-
tricas complicadas. Su base se encuentra en las ecuaciones dadas 
en el apartado 3.3.2. Las lineas isotermas dentro de un recinto 
son perpendiculares a las lineas adiabáticas. Como aplicación, con 
sideremos el ejemplo 3.3-2.8, donde la distribución de lineas iso-
térmicas y lineas adiabáticas se representan en la Fig. 3.3-8(a). 
La cantidad de calor por uni 
dad de altura que pasa a través del 
elemento 0,1 ; 1,1 vale 
100 °C 
•00 »C 
IL-fe<v-««»$ ^0 (1) 
este calor atraviesa toda la zona 




Si los cuadriláteros curvilíneos se 
han construido de tal manera que la 
suma de los dos lados opuestos son 
iguales se cumple 
%-% y noo- ,0°-BW¿o—K& „(3) 
3i el número de cuadriláteros fuese n , se tiene 
A
^ Í (\) (4) 0,1 
Análogamente, la cantidad de calor que atraviesa las isotermas 
CT ; T7T ; 27J ; ... 10,11 y T7Í ; ITT ; TTT . . . 
^ 6 M 8 ^ ^WCtrn?) 
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y la cantidad de calor total teniendo en cuenta (4) y (5) 
y si por la Fig. 3.3-8(a) m = 11,5 y n = 4 
1 ~ 0,1. U3.(1)0o-ioo>2ga,c, (Wcal/od-antc. 0 
y para toda la sección ?. 282,5= 0 O v ^ M .. como puede 
observarse, los resultados coinciden, aun dentro del error que se 
comete al construir las isotérmicas y adiabáticas en escala reduci-
da. Pueden observarse resultados coincidentes con métodos analíti-
cos aumentando la escala del dibujo y con trazado cuidadoso de los 
cuadriláteros curvilíneos. 
3.3.9. Uítodoi ana.L6Qlc.ot en la ¿o¿uc¿6n de pioblemai de tian&mi-
¿Á.6n de caíoi poi condu.ccJ.6n en KÍQÍmen e&tacionaiíc y -4-cn 
QentKac¿6n de caLoi. 
Los métodos analógicos tienen su base en la solución de la 
ecuación de Laplace aplicado a fenómenos; eléctricos, de difusión 
o de mecánica de fluidos, entre otros. Aunque en muchos casos, las 
soluciones se obtienen más fácilmente por los métodos analíticos, 
numéricos o gráficos, los métodos analógicos pueden ser adecuados 
en sistemas de 3 dimensiones, si bien es necesario, disponer de 
un equipo experimental adecuado y un estudio detallado de la analo 
gía y transformación de las condiciones de contorno. El tratamien-
to de los múltiples sistemas es extenso, y por ello, nos limitamos 
a los fundamentos de las analogías eléctricas, remitiendo al lec-
tor a la bibliografía para casos específicos. 
Consideremos la sección recta de un cuerpo de conductividad 
térmica constante y con temperaturas constantes "le y "Vi e n l° s 
contornos exterior e interior, Fig. 3.3-9(a). La resistencia térmi 
ca puede sustituirse por la resistencia eléctrica equivalente, y 
la distribución de temperaturas por la distribución de potenciales. 
El conocimiento de éstos últimos lleva al conocimiento del campo de 
temperaturas. De la misma forma que se obtienen soluciones por meto 
dos numéricos, se pueden plantear ecuaciones con resistencias eléc-
- 285 -
tricas finitas, equivalentes a elemen-
tos finitos del material. Asi, para el 
punto cero, se tiene para las intensi-
dades 
y también 
P-«,o Rio *»,0 H».0 (2) 
La relación entre resistencias térmi-
cas vale 




Si toda la sección recta se sustituye con una red de resis 
tencias con malla cuadrada, y teniendo en cuenta los valores de las 
resistencias en la zona de contorno, que pueden ser de ramas desi-
guales, al aplicar los potenciales +V¿ -\Je a las superficies inter 
na y externa, se pueden medir con un potenciómetro los potenciales 
en los distintos nudos de la red. Por la correspondencia de v^ .-Ve 
con "T;-Te , se obtiene la distribución de temperaturas buscada. 
La exactitud del método depende del calibrado de las resistencias y 
del potenciómetro utilizado. 
Los problemas tridimensionales, se pueden resolver con ma-
llas tridimensionales y utilizando el mismo procedimiento. Con sis-
temas de coordenadas cilindricas hay que tener en cuenta las ecuacio 
nes en diferencias finitas del apartado 3.3.7. 
La malla de resistencias, puede sustituirse por papel de re 
sistencia conocida, y medir los potenciales de la forma descrita an 
teriormente. Este papel suele ser de gran calidad y con varias capas 
de carfcón. Obteniéndose una resistencia de 1500-4000 -11 /cuadrado 
con una variación del orden de 10% . Con el mismo procedimiento sue 





T« » »#>* - W f V — • 
• 4 
T Snp*H¡cit 
• i t l « 4 a 
* V ¡ 
Pig. 3.3-9(a) 
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La solución de problemas tridimensionales puede lograrse 
más cómodamente, por medio de soluciones electrolíticas entre elec-
trodos de formas variadas que simulan las superficies isotermas. 
3.3.10. M£todo& aplox-Lmadoi 
La solución de los problemas de transmisión de calor por 
conducción y régimen estacionario puede hacerse por distintos méto-
dos como se ha visto en los capítulos anteriores. Cuando se trata 
de problemas complicados, bien por su naturaleza, o por necesitarse 
medios experimentales o de cálculo no disponibles, puede hacerse hi-
pótesis simplificadas para lograr soluciones aproximadas por distin-
tos métodos. 
Ejemplo 3.3-10(a) 
Calcular la cantidad de calor que se pierde a través de las 
paredes de un horno con dimensiones interiores 7.7.2^ r?). El espesor 
de las paredes es de 0,4 m y la conductividad térmica media del 
material de las paredes es de 0,1 (Kcal/hm°c) . Las temperaturas de 
las superficies interiores y exteriores son de 1100°C y 100°C 







a) Descomponiendo el horno en elementos se puede obtener 
6 caras de 2..1 wC1 cada una 
12 aristas de 2 m de longitud y sección de 0,4.0.4 YT^ 
8 vértices de 0,4.0,4.0,40^ 
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Por el ejemplo 3.3-2.8 
r, ¡__ [ h"C(ir, de altura de sección rect_a\ 
•^c- xxx \ Kcal ' 
Calor perdido a través de la sección recta para 1 m de altura 
Calor perdido por 4 caras de 1 n de altura sin efectos an-jla-
res 
i = k Lid?
 a 0, | . 4 . 2 . \. (\\Oo-tod\_ 2000 ( W / L O 
ÓX O,4 V ' 
Calor perdido por m de arista de 0.4o.0,4o **? de sección recta 
a^DO-lQoo = SO íkoJ/K ^  a r i s t a) 
Aplicando los valores anteriores a los elementos del horno se tiene 
£ paredes planas de 2.2 •wj . 1 So (WÍ«V ^
 = 6ooo (Kaü/K'^  
12 aristas de i'í*^. SO (KtfiA/ \ _ \~00 fccA^A 
Calor perdido despreciando los vértices = -DC 
b) Por el ejemplo 3.3-7 
Calor perdido por m de arista de 0,40.0,4 de sección 
recta 
Aplicando la superposición de elementos del horno 
Calor perdido por 6 caras de 7.2 •»*? = éooo ^ V C ) 
Calor perdido por 12 aristas de 2 m = l" ^ K) 
Calor total despreciando los vértices = "7 5*4 iK<*VW) 
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c) Por el ejemplo 3.3-8 los resultados son prácticamente 
iguales al apartado b). 
d) Aplicando resultados analógicos 
fe 3, Al 
aplicando la ecuación (d) 
Z 0 ,411 ' 
y en forma análoga a a) y b) 
Calor perdido por a r i s t a ~ ¥t)
 : % T L J / \ 
Calor perdido por 6 caras = £>ooo (VCtAÍ/yA 
Calor perdido por 12 a r i s t a s - 2226 (.VXÍO/W) 
Calor perdido despreciando los v é r t i c e s = 
e) 
El método empírico más utilizado en el cálculo de pérdi. 
das de calor en hornos de forma paralelepipédica se basa en la ecua 
ción 
<\~ b s iLÜs. 
donde í>* Sp+SA-vS„ l o s subíndices f, A,V se refie-
ren a paredes, aristas y vértices 
(longitudes interiores). 
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SA= Ax(espesor) . longitud.0,54 si Q* c longitud 
Si una longitud X.X.7 'í &Vi se desprecian las dimensio 
nes de las cuatro aristas correspondientes a la dimensión afectada. 
Si 2 longitudes son menores que &*/s 
S = 2,^ 8. A*,dimensión interior máxima, ^ jl^ í 
donde S4 y Si s o n i a s superficies exteriores e interiores. 
Si las tres longitudes son menores que A* ~- 0,~\c\\'-'t~ 
finalmente 
<.v = 0,\S AX* 
Aplicando la ecuación e) a nuestro problema 
Sp= 3(l.4") = 2.4 (v*í) 
S A- \1.1. 0,54.0(40* = S,l8(.**' 
S M = «.O.ÍS.O.AO1 = O.^ fc-v^  
¿ISL 2^,17. l_O00. CM-7341 (^ M/vOl 
0,4 ; 
Resumen: 
Método analítico 7200 Kcal/h 
" numérico 7544 " 
gráfico 7544 
" analógico 8266 
empírico 7342 " 
Como puede observarse los resultados son concordantes y no se nece 
sitan tratamientos más refinados como pueden ser los métodos de su 
perposición de campos de temperaturas en las zonas en que se ha 
descompuesto el horno. 
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CAPITULO 4 
TRANSMISIÓN DE CALOR EN RÉGIMEN ESTACIONARIO 
CON GENERACIÓN DE CALOR 
INTRODUCCIÓN 
La generación de calor en la superficie o en el interior 
de un cuerpo es consecuencia de transformaciones fIslcoqulmicas 
de la materia en general. En forma global pueden distinguirse: 
1) Fenómenos nucleares de fisión o fusión y de las partl^ 
culas o radiaciones producidas por mecanismos relacio 
nados con las interacciones de la materia. 
2) Generación de calor en la materia por la presencia de 
campos electromagnéticos. 
3) Reacciones químicas. 
4) Generación de calor por fenómenos mecánicos, tales co-
mo fricción o choque. 
Los apartados anteriores cubrenun amplio campo de aplica-
ciones industriales tanto en régimen estacionario como transito-
rio. En los aspectos que se estudian en el capítulo 4, se trata 
en primer lugar de conocer la naturaleza de los focos generado-
res de calor y su distribución espacial para aplicar posterior-
mente las ecuaciones de transmisión de calor. Para ello resulta 
conveniente analizar de una forma general los aspectos térmicos 
de los apartados 1 ) , 2 ) , y 3), por ser los más importantes. 
El apartado 4 ) , por su naturaleza transitoria, encuadra 
mejor en los capítulos siguientes. Para mayor conocimiento de 
los fenómenos se recomienda al lector la bibliografía de este ca 
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pltulo. 
1. Fewtfmeno¿ de i¿6¿6n nacltax 
Son consecuencia del comportamiento de los neutrones con 
los distintos isótopos de átomos pesados. Los isótopos de impor-
tancia industrial a escala de los reactores nucleares son los de 
uranio y torio que existen en la naturaleza con un valor medio de 
composición isotópica U*34 (o,ooss •/.), \J™ (oD2 f . ) , Ü*,'(qq,27¿ %) 
y para los minerales de torio el isótopo más abundante es Tk«,0 
con trazas de otros isótopos. 
Los efectos de choques entre neutrones con la materia de-
penden de la energía de los primeros y de la naturaleza de la úl_ 
tima. Se denominan isótopos ¿¿¿¿b¿e.¿ aquellos átomos que se fi-
sionan por neutrones de cualquier energía, y son de importancia 
primordial en los reactores nucleares los isótopos "u. q4 . U ^ y 
Üq2 . Son isótopos i¿¿¿oncLble.¿ aquellos átomos que se fisio 
nan con neutrones de energía 7/ i l*e\l y los más importantes 
son Uq2 y !«•<(„ 
La energía desprendida por cada fisión es de 200 MeV que 
comparada con 4 eV por átomo para la reacción química C + O^—rC02 
da idea de la densidad de energía de la energía nuclear de fisión 
frente a las reacciones químicas muy exotérmicas. 
Los choques de neutrones con la materia se extienden desde 
tipo elástico análogo al choque de bolas de billar hasta la absor 
ción de los neutrones por los núcleos produciendo nuevos isótopos 
De entre estos últimos son de máxima importancia la formación de 
"•<U y ueu P° r captura de neutrones en la zona de 
energía 0,1 MeV 
" V * + *—* C + Y — * K * — ^ ^ 
TW^+tt'o— -• -nS«—**%*—* üsr4* 
Los isótopos que por captura de neutrones originan isótopos fisi-
'en y ' ^ o bles se denominan {¡íitilíb y a s i los elementos U¿L y 7W¡ 
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son fértiles y fisionables y su comportamiento, para fisión o cap-
tura este determinada por las secciones eficaces correspondientes 
para una determinada energía de los neutrones. En la tabla 4(a) se 
dan valores medios de parámetros del comportamiento de isótopos im 
portantes con neutrones térmicos y rápidos. Los reactores nuclea-
res comerciales con el ciclo del uranio producen los isótopos de 
Pu en mayor o menor proporción, En los reactores reproductores la 
producción de isótopos fisibles por captura de neutrones es supe-
rior a la de isótopos fisibles y fisionables consumidos y asi un 
reactor de este tipo produce no solamente energía sino también com 
bustible fisible para alimentar otros reactores. 
La energía generada en un reactor nuclear es de origen tér-
mico. El combustible se encuentra en forma sólida, en barras o pla^  
cas envainadas con materiales poco absorbentes de neutrones. Dado 
que los neutrones producen fisiones, la distribución de focos tér-
micos dentro del combustible es la misma que la del flujo neutróni^ 
co en las barras o placas y la velocidad de generación de calor e£ 
tá dada por la velocidad de los procesos de fisión que tienen lu-
gar en cada posición del combustible, es decir 
Q = V - 2 ° ° G T ^ )
 (1) 
donde ~5.c es la sección macroscópica de fisión ^ - 6^{ 
<SV sección microscópica de fisión y kjf el número de núcleos 
fisibles/cm3 




La ec.(1) pone de manifiesto la variación de Q por la relación 
de 6¡p con la energía de los neutrones y la modificación del flu 
jo neutrónico, tanto en su composición de neutrones con mayor o 
menor energía por moderación en el medio, como por capturas de 
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tor. La generación de calor por fisiones es prácticamente instanta 
nea extendiéndose desde I0~14 (s} para los neutrones producidos has_ 
ta lo"^(s^ de las radiaciones Xt que acompañan al proceso de fi-
sión. La distribución de la energía asignada a los distintos compo 
nentes de la fisión es, por término medio, en MeV: 
a) Energía cinética de fragmentos de fisición 165 
b) Radiaciones Y instantáneas 7 
c) Partículas f> 7 
d) Energía cinética de los neutrones 5 
e) Radiaciones Y de productos de fisión 6 
f) Neutrinos 10 
200 MeV 
La energía generada por fisiones en un reactor nuclear es 
del orden de 90-98% de la energía total, dependiendo del tipo de 
reactor y de la disposición de nateriales estructurales, refrige-
rante y elementos combustibles. La energía restante se produce por 
los campos de radiaciones Y y partículas £> asi como por la mo-
deración de neutrones en el refrigerante y materiales. En los reac 
tores rápidos la moderación debe ser mínima para obtener un espec-
tro de neutrones duro que favorezca las capturas en U ^ para 
producir %?¿2 
Las partículas y radiaciones, en sus choques con la materia, 
producen transformaciones fisicoquímicas y desprendimiento de ca-
lor. Las primeras afectan a las propiedades de los materiales y 
el calor generado puede alterar las dimensiones o producir tensio 
nes térmicas excesivas. Por todo ello,los aspectos térmicos de un 
reactor nuclear no quedan circunscritos solamente a los elementos 
combustibles, desde el punto de vista de la presencia de focos 
térmicos con generación de calor, sino que se extienden al compor-
tamiento de los materiales bajo irradiación, lo que exige el cono 
cimiento de flujos de partículas y variaciones dentro de los mate-
riales y su absorción en función de los espesores, naturaleza y 
geometría. Las consideraciones anteriores se extienden a los pro-
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blemas térmicos relacionados con el tratamiento de combustibles 
irradiados donde se genera calor por las especies radiactivas en 
transformación continua e igualmente de las aplicaciones de isóto-
pos radiactivos, especialmente aquellas relacionadas con genera-
ción de energía en cantidades no muy elevadas pero de larga dura-
ción. 
La transmisión de calor en cuerpos con generación de calor 
y régimen estacionario se estudia con la ecuación deducida en el 
capítulo^partado i 
Cuando la conductividad térmica es isotrópica y constante dentro 
de un intervalo razonable de temperaturas, puede escribirse 
¿Vr = -«-Uv.z)
 (4) 
En coordenadas cilindricas 
^i Y "M 32» " te (5) 
y en coordenadas esféricas 
áü
 + I ¿ I _ _ R C Y ) 
¿T* Tdr" te (6) 
Las ecuaciones (4),(5),(6), con las condiciones de contor 
no en cada caso particular, determinan el campo de temperaturas 
impuesto por la presencia de los focos térmicos, las propiedades 
de los materiales y las condiciones de refrigeración. En la ta-
bla 4(b) se dan valores de los combustibles y materiales estruc-
turales más frecuentes en reactores nucleares. 
Extendiendo las consideraciones sobre la aplicación de 
las ec.(3),(4)y(5) hay que considerar los valores de la conducti-
vidad térmica del combustible y vaina durante el quemado en el 
reactor. En una barra combustible con pastillas de V0X este ma-


































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































además de los efectos de productos de fisión y su comportamiento 
con la vaina. El resultado es una pastilla deformada con puntos de 
contacto sobre la vaina llena de grietas, que dependen de la fabri 
cación del combustible y de la forma de quemado en el reactor. La 
importancia del comportamiento del combustible en el reactor es 
primordial dado que las barras deben permanecer 3 años en funcio 
namiento, además de las paradas, puestas en marcha y variaciones 
de potencia. 
La variación de la conductividad térmica con la temperatura 
se indica en la Fig. 4(a) para combustibles de UOi 
, t<coL » 
Vhm°C'




dad térmica con 
la temperatura 
es una expre-
sión no lineal, 
las ec.(4),(5), 
y (6) son no 
lineales y la 
solución tiene 
que hacerse por 
métodos numéri-
cos, perdiéndo-
se además las 
propiedades de 
superposición, 
que es la base 
y fundamento de la generalidad de las ecuaciones de transmisión de 
calor y de otros campos análogos. Una solución razonable y muy uti-
lizada es considerar un valor medio de k dado por 
T-T, 
o utilizando la transformación de Kirchoff 
(3) se transforma por las ecuaciones 
soo «000 1500 1000 Í.5X) («O 
Fig . 4(a) Conductividad térmica del 
d iado. 
UO, i r r a 
-í fe, la ec . 
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b, ** ** ü, *r a* fe, M * W 
en la forma 
?>xi ^ "»Zi te» ( 6 ) 
2. Geneíac^tfn de calo* po\ iin.6me.not, e.Ltct\Á.coi y magníticot 
La materia en general, en presencia de campos eléctricos y 
magnéticos, genera calor por el paso de una corriente eléctrica a 
través de los circuitos que se forman entre los manantiales y su-
mideros de los campos anteriores. Desde el punto de vista térmico, 
es necesario conocer la distribución de focos térmicos con objeto 
de resolver las ecuaciones de distribución de temperatura con las 
condiciones de contorno de cada caso particular, y si los focos 
térmicos se generan por corrientes eléctricas, es necesario cono 
cer estas últimas. La generación de calor por fenómenos eléctricos 
y magnéticos son en muchos casos indeseables, como sucede con las 
pérdidas en los conductores que transportan energía eléctrica o 
en las máquinas eléctricas de producción de transformación de ésta 
energía. 
En otras muchas aplicaciones, la energía eléctrica se trans 
forma en energía térmica por las ventajas que pueda presentar fren 
te a otros métodos de calentamiento, tales como 
- Rendimiento 100% . 
- Inercia térmica mínima. 
- Limpieza. 
- Control fácil. 
- Ausencia de llamas 
- Uniformidad. 
- Calentamiento local. 
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- Utilización directa de las redes de energía. 
- Procesos de calentamiento independientes. 
En el marco de las aplicaciones es frecuente distinguir la 
generación de calor por 
a) Resistencias eléctricas 
b) Calentamiento por fenómenos de inducción 
c) Calentamiento dieléctrico 
d) Arcos eléctricos 
a) Rei-¿¿tínc-Ca¿ zlíctK¿ca.¿, 
El paso de una corriente eléctrica continua a través de ma-
teriales conductores, metálicos y no metálicos genera calor por la 
conocida expresión 
expresándose Q C^) cuando R se expresa en (St\ e I en (Á) . 
La generación de calor es uniforme en toda la masa del con-
ductor siempre y cuando R. e 1 sean constantes. En el caso de co-
rriente alternas, la generación de calor es también uniforme para 
frecuencias inferiores, aproximadamente de \00o (%) y en co-
rrientes trifásicas 
donde eos *f es conocido como factor de potencia. En un buen di-
seño con corriente alterna deben evitarse las inductancias y fases 
desequilibradas, para lograr un valor máximo de eos f . La trans 
misión de calor de la resistencia pueden hacerse por convección, 
conducción o radiación de acuerdo con los criterios establecidos 
en el capitulo I . Las limitaciones de las resistencias eléctricas 
diseñadas para funcionar en estado sólido están dadas generalmente 
por la temperatura de fusión del material de la resistencia o por 
el medio ambiente, que puede atacar la resistencia produciendo al-
teraciones por corrosión, seguidas de posibles cambios dimensiona^ 
les o estructuras del material. 
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Por la ec.(l) los focos térmicos se distribuyen uniforme-
mente en la masa del conductor y el campo de temperaturas, como 
se verá más adelante, toma la forma de una parábola, cuyo valor 
máximo se encuentre en el eje de simetría. 
Si la resistencia es función de T , como sucede en la ma-
yoría de los materiales, la generación de calor no es uniforme y 
las distintas partes de la resistencias se comportan de forma di. 
ferente. Si la resistencia aumenta con T , se genera más calor 
en el centro y si la resistencia disminuye con T , sucede lo con 
trario. La distribución de corrientes tiende a oponerse a este f£ 
nómeno alcanzándose una situación de equilibrio dinámico entre co 
rrientes, temperaturas y eliminación del calor generado. El fenó-
meno es tanto más acusado, cuanto mayores son las secciones de las 
resistencias y mayor la variación de Vi con T . En la' tabla 
4,3(a) se indican los materiales más frecuentes de resistencias 
eléctricas y en la Fig. 4.3(a) la resistencia específicas de grupos 
análogos. 
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las cuales el calor por radiación se dirige por pantallas de forma 
parabólica, generalmente a la superficie del cuerpo receptor. Este 
sistema es de uso frecuente en el calentamiento de alimentos, seca 
do de pinturas, y calentamiento de láminas de distintos materia-
les. Análogamente las resistencias se disponen en forma envainada 
en materiales adecuados tales como tubos, placas o cuerpos más con 
plicados que se adaptan a las superficies que constituyen la carga. 
La separación entre la resistencia y la vaina se logra por medio de 
aislantes eléctricos en forma de polvo comprimido, o tubos. Son 
ejemplos bien conocidos, las planchas eléctricas,,calentadores de 
inmersión, paneles, cintas flexibles con tejidos de materiales de 
silice. Entre los materiales en polvo es muy usado el óxido de 
jnagnesia por sus excelentes propiedades. (Véase tablas del Apéndi-
ce II) . 
El diseño o comportamiento térmico del calentamiento por 
resistencias exige el conocimiento de la distribución de focos 
térmicos y de las condiciones de contorno. Las ecuaciones genera-
les han sido consideradas en el capitulo (2) y sus aplicaciones es 
peclficas se desarrollan en éste capitulo, para condiciones esta-
cionarias y en los siguientes capítulos, para régimen transitorio 
y circunstancias especiales. 
b) Cale.ntamX.into poi (¡wóminoh di -inducción 
La variación de un campo magnético da origen a una fuerza 
electromotriz e dada por la relación 
e=-<¿L<j>Eds ,2) 
donde " % t es la variación del flujo magnético con el tiempo E 
es el campo eléctrico, extendiéndose la integral a la trayectoria 
de las lineas del campo creado. Si el flujo magnético es alterno, 
de la forma <b» <&> ¿erguir) siendo 10=2.111 y { la fre-
cuencia y si su variación tiene lugar en el seno de un material 
conductor, se origina una corriente dado por la ecuación 
(3) 
donde t4'Q = Lw/, y, como es bien conocido, LLLI es la re- 
sistencia inductiva. La energfa transformada por efecto Joule vale 
La ec.(4) pone de manifiesto la generaci6n de calor en el conductor 
en funci6n de las caracterTsticas del campo inductor y de las pro- 
piedades del material donde se desarrolla la corriente. Este efecto 
es perjudicial cuando no se desea generacidn de calor, como sucede 
en las msquinas electricas en general, mientras que debe exacerbar- 
se tanto conlo sea posible en la aplicacidn del calentamiento por 
induccidn. El conocimiento de Q en cada posicidn del conductor 
permite aplicar las ecuaciones de transmisidn de calor y conocer la 
distribucidn de temperaturas para determinadas condiciones de contor 
no. Obsgrvese como en el conductor se superponen campos magnkticos, 
el6ctricos y de temperaturas, a 10s que pueden aiiadfrse el campo de 
esfuerzos y deformaciones por efecto externos e internos. Los pring 
ros responden a las ecuaciones de Maxwell y 10s Gltimos se han tra- 
tad0 brevemente en el capItulo 2. 
Se denomina hedidtencia edec t i va  la resistencia dhmica aurnel 
tada por efecto de la distribucidn de corriente en 10s conductores. 
En el caso de un conductor cilfndrico recorrido por una corriente 
se forma un campo magndtico perpendicular a la direccidn del camp0 
elsctrico, con llneas que se cierran formando anillos conc6ntricos 
y que se extienden a1 exterior e interior del conductor. En un c m p o  
alterno se producen variaciones de flujo magnktico dentro del con- 
ductor, dando lugar a corrientes que se superponen a la corriente 
principal. El valor del flujo en el conductor estd dado por la ex- 
donde b~ y Nz son la induccidn e intensidad del cmpo, )A la 
permeabilidad relativa y -  )L. la permeabilidad del vacZo 
p= L.256. ID-' (~/cm) y L la longitud del conductor y la f . e . m .  
originada por la variacidn de 
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El valor de ($> varia linealmente desde el centro si Sz. es uni-
forme. La corriente principal y las corrientes desarrolladas por 
variación de 4> tienen sentido contrario cuando el radio es más 
próximo al eje y el mismo sentido en las proximidades de la super 
ficie del conductor. Este fenómeno se conoce como efecto ¿upe*¿.¿-
clal, con el resultado de una utilización deficiente del conductor 
y aumento de la resistencia. El efecto es mayor cuando aumente la 
frecuencia y es apreciable en conductores de pequeña sección para 
valores de f 7/ \ooo fc/s) • L* resistencia efectiva se expresa 
de la forma: 
Re= a Eo (7) 
donde 
a**4l*fc* v = *>|nf tyk 
Los conceptos expuestos son aplicables al calentamiento de la masa 
por presencia del campo inductor y al calentamiento de los conduc-
tores de corriente del inductor. El campo magnético es mayor en 
las proximidades del inductor y se superpone con los campos produ-
cidos por elementos inductores dispuestos convenientemente y asi, 
en el caso de un solenoide con espiras suficientemente próximas, 
si se introduce en el interior un conductor, el efecto de las co-
rrientes es uniforme en dirección axial. En dirección radial, la 
distribución de corrientes generadoras de calor es exponencial y 
la generación de calor está dada por una expresión de la forma 
^ ^ ( t o s W T M X ^ r F ^ - cosAUx^hF*^ (8) 
Para valores elevados de la frecuencia, la generación de calor se 
admite uniforme con un espesor e , para el cual se ha producido 
prácticamente todo el calor y dado por 
< 
e v i e n e e x p r e s a d o en cm s i , <¡t (-TL, cW\ u.0(-[LJk\ í(f/s) 
(9) 
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En la Fig. 4.3(b) se indican valores del espesor de calen-
tamiento en función de la frecuencia para materiales usuales. Como 
(X) Óxidos refractarios 
(5) Óxidos refractarios 
© Sales fundidas y gases ionizados 
(4) Carborundun (CSi) 
(g\ Grafito (0-1000°C) 
(§) Hierro (1000°C) 
(7) Latón (800*C) 
(D Cobre (1000CC) 
(3) Latón 
(¡d) Cobre 
(fi) nierro (}* » 1000) . I 1 I 
10» t • »• 
• I 1 I » — j — 
Hc/s) 
Tig. 4.3(b) 
puede apreciarse en la ec.(9), para valores de la frecuencia y p¡i 
ra materiales metálicos a temperatura no muy alta, el calentamien 
to es prácticamente superficial y el tratamiento adecuado se da 
en los capítulos posteriores, por la facilidad de desarrollo mate_ 
mático con manantiales de calor puntuales, lineales o superficia-
les. 
Los calentamientos por inducciñn presentan las ventajas de 
generación sin contacto físico, localización en volúmenes deteriai 
nados y tiempos muy cortos. Las frecuencias que se emplean depen-
den de la naturaleza de la carga y del tiempo de calentamiento. 
La fusión de metales se extiende desde frecuencias bajas hasta 
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el orden 2. los (c/s") . Cuanto menor es la frecuencia la zona de 
generación es más profunda, añadiéndose la transmisión de calor 
por conducción a la zona sólida. El calentamiento se realiza con 
generación de calor en régimen transitorio y su tratamiento se in 
cluye en el capítulo 6. Las frecuencias más elevadas se utilizan 
para tratamientos térmicos de materiales en general, incluyendo 
desde formas simples, láminas, tubos, barras, o complicadas, ta-
les como piezas mecanizadas, hasta partes de un equipo industrial. 
Los problemas térmicos en régimen transitorio con genera-
ción de calor y fenómenos de fusión se complican por la presencia 
de una interfase sólido-liquido en movimiento. En el capitulo 8 
se indican algunos métodos simplificados para su tratamiento. 
c) Ca.lititamie.nto dlíLíctiu.c.0 
Se producen en cuerpos no conductores y, según sus aplica-
ciones, se conoce como calentamiento por onda corta, diatérmica o 
calentamiento electrostático. El término calentamiento dieléctri-
co incluye todas las aplicaciones de generación de calor por la po 
larizabilidad de la materia, en presencia de un campo eléctrico. 
Cuando las placas de un condensador se someten a una corriente al-
terna y existe un material dieléctrico entre las placas, se produ-
ce un desplazamiento de cargas en los elementos constituyentes del 
material y por la naturaleza alterna del campo eléctrico, se origi^ 
nan movimientos de vaivén que producen corrientes y generación de 
calor en toda la masa del dieléctrico. Cuando se trata de un die-
léctrico perfecto, tales corrientes no se producen porque en co-
rriente alterna la intensidad y tensión están defasadas 90° y la 
potencia es reactiva o ficticia, mientras que si el dieléctrico no 
es perfecto, aparece una componente de corriente en fase con la 
tensión desarrollándose el calentamiento dieléctrico. Si la modifi_ 
cación del ángulo de fase por la presencia del dieléctrico es f , 
puede escribirse para el calor generado 
Z (15) 
donde z es la impedancia del sistema = \ie>-v(¿¡jf" v (voltios) 
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caída de tensión entre los electrodos, >f ángulo de pérdidas die 
léctricas. Para un condensador plano C- ¿¿^ S/¡_ donde 
^ es la constante absoluta del vacio "o, 88S. \o-'3 (p/4m); £ 
la constante relativa, S, la superficie del condensador y L la 
distancia entre placas, el calor generado por c*r? para un con-
densador plano vale 
(16) 
y s i eos T es pequeño 
Q,= é £„ E7-:ui £ o ^
 = s ,5 2 tcf^ÉEH cos«f { 1 7 ) 
donde E es el campo eléctrico a v/|_ y f la 
frecuencia (J7s) 
En la tabla 4.3(c) se dan valores de £ y f para distin-
tos materiales. Ambos valores son funciones de la temperatura y por 
lo tanto la generación de calor. Por la ec.(17), Q( es función de 
las variables que intervienen en la ecuación, pero el efecto de f 
sobre ¿ y f puede ser mayor que la relación indicada. El poten 
cial que se aplica está limitado por la aparición de fenómenos de 
ruptura del dieléctrico, que para los materiales más frecuentes es 
del orden de 20 kV , y en la práctica se trabaja entre 10-12 kV 
con campos eléctricos de 1000-2000 W . La generación de ca-
lor dentro del material es función del campo eléctrico y este pue-
de variar según sea la forma geométrica del condensador. Cuando la 
pieza a calentar es de forma arbitraria, se puede lograr un campo 
eléctrico uniforme por disposición de las placas del condensador 
en forma adecuada, dejando un espesor variable de aire entre pla-
cas y carga. 
Las ventajas del calentamiento dieléctrico en medios no con 
ductores son análogas a las de c alentamiento por inducción en me-
dios conductores, añadiéndose en el primer caso la generación de 
calor en toda la masa, según la distribución del campo eléctrico, 
los valores de f , f , y la temperatura. Las frecuencias de tra-
bajo se encuentran entre lo'- (O* (^/í) y las temperaturas 
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desde 100CC , para calentamiento de planchas de plástico, aglome-
rados, fusión de polvos y láminas de materiales de bajo punto de re 
blandeciniento, hasta la fusión de vidrios y otros cuerpos cerámi-
cos a 1000°C-1500°C . El calentamiento dieléctrico tiene aplica-
ciones específicas que no son posibles con otros procedimientos, 
como es el caso de secado de piezas complicadas. El calentamiento 
uniforme expulsa el agua del interior sin producir variaciones di-
mensionales anormales, que dan lugar a grietas o resquebrajaduras. 
La eliminación de tensiones térmicas, preparación de semiconducto-
res, catalizadores, son ejemplos de las varias aplicaciones que pre 
senta el calentamiento dieléctrico. 
d) Anca zltctK*.co& 
Los arcos eléctricos se producen por descargas eléctricas 
mantenidas a través de gases más o menos ionizados. Los componen-
tes de un arco eléctrico son tres: cátodo, ánodo y columna de gas. 
Las temperaturas son distintas en cada uno de los componentes. El 
valor máximo corresponde a la columna y es del orden de 6000°K en 
los arcos normales, pudiendo llegar a 40000°K en los arcos de 
antorcha. Las temperaturas del cátodo y ánodo son del orden de 
2000-2500°C , siendo mayores en el primero que en el segundo. Las 
aplicaciones del arco eléctrico son numerosas y se extienden conti^ 
nuamente, a medida que se profundiza en el conocimiento de los fe-
nómenos que presenta el comportamiento de los componentes.del arco. 
El calor generado se utiliza para fundir metales, bien en arco li-
bre o con arco sumergido o bajo carga. La soldadura por arco es 
una de las aplicaciones más frecuentes, a las cuales pueden añadir_ 
se la fabricación de compuestos del tipo nítruros, carburos, etc. 
y reacciones químicas con moléculas estables que necesitan elevada 
temperatura para su descomposición. 
La distribución de focos térmicos en un arco eléctrico se 
complica por la yuxtaposición de campos eléctricos, magnéticos y 
partículas libres con carga en movimiento. La característica común 
a todos los arcos es la presencia de materia en un estado que se 
denomina plasma y que intuitivamente se identifica con las llamas. 
El estado de plasma se conoce como cuarto estado de agregación, 
confirmando la idea elementa de la materia de los antiguos filoso 
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fos griegos, con cuatro elementos: aire, agua, tierra y fuego. 
Un plasma en su sentido más amplio es la mezcla de tres con 
ponentes electrones, iones positivos, y átomos o moléculas, todos 
ellos libres y en movimiento, independientemente de su estado s61i_ 
do, liquido o gas. Los plasmas de gases a temperaturas altas no 
están en equilibrio, a diferencia de las otras clases de plasmas. 
En la gráfica 4-3(d) se indican los más frecuentes. 
Los plasmas mantienen su neutralidad eléctrica a escala ma-
croscópica, es decir, en un volumen dado, la cantidad de cargas po 
sitivas es la misma que la de cargas negativas. Cualquier desvia-
ción de esta situación produce campos eléctricos elevados que tien 
den a restablecer el equilibrio. Un gas que tenga n-= Ao's (W'&Vc.rn?) 
de ambos signos y se quisieran separar 1 cm las cargas positivas 
y negativas, el valor del campo toma la forma 
siendo Q la carga del electrón \,6oq. Icr'^ Cp) y é0-S,BS.io12 
A escala microscópica la neutralidad del plasma puede alte 
rarse extendiéndose la perturbación a una distancia As conocida 
como longitud de Debye. Si las cargas se separan Xx>t la energía 
potencial de longitud de cada partícula vale kT , kB constante 
de Boltzmann. Cumpliéndose 
« v ^  kBT ~ ±&& ^-^kY (i9) 
^6 * puede e x p r e s a r s e en y su v a l o r = «,«2 \Ós(pJ) 
y a s i p a r a t e m p e r a t u r a s de \0* eK V¿ftT=018É> (ftV) 
S u s t i t u y e n d o v a l o r e s en (19) 
* » * • ? > & ( 2 0 ) 
donde T es la temperatura del plasma e igual para los iones po 
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Caiactífiít, ticen, de lo¿ a>ico¿ tllctiicoi 
La Fig. 4.3(d) indica las zonas de plasma de los arcos 
eléctricos y sus parámetros fundamentales. Las presiones se ex-
tienden desde A0~a (H/» 1) hasta *Oo (^/oií) con grado de 
ionización variable de 5% a 50% . Los tres componentes del arco, 
cátodo, plasma y ánodo son específicos en cada caso particular. El 
arco se obtiene acercando los electrodos hasta una posición para 
la cual se inicia la descarga a través del medio y posteriormente 
se separan los electrodos a la distancia de funcionamiento. La 
caida de tensión entre cátodo y ánodo no es muy elevada variando 
de 20-220 volt siendo mayor en corriente alterna que en corrien-
te continua. Las corrientes se extienden desde 50-100 A para ba-
jos voltajes hasta JO A en electrodos frios con cobre. 
En el cátodo se desprenden electrones por emisión termoió 
nica con una velocidad dada por la ecuación de Richardson 
uA,Tltó(,(-t)
 (27) 
donde l, (*/cm>) •. T (jfc") i A, es una característica del material 
del cátodo y B- ^^/Wv j $> trabajo de extracción de los 
electrones del material, 6 carga del electrón y kfc la constante 
de Boltzmann. 
Los electrones producidos son acelerados por el campo eléc 
trico, produciendo iones positivos en las inmediaciones del cátodo, 
a distancias de AO'^ Om . Los iones positivos se precipitan en el 
cátodo, elevan la temperatura de éste y producen más electrones per 
emisión secundaria. La emisión termoiónica puede aumentarse por in 
corporación de compuestos que presentan trabajo de extracción bajo, 
tales como óxidos de torio o bario. Los cátodos suelen denominarse: 
fríos, como el hierro o cobre, que llegar a corrientes de \Ol h. y 
cátodos calientes, tipo volframio o grafito, con corrientes de *0 A 
El cátodo presenta las mayores densidades de potencia por la natura 
leza puntual de los focos térmicos. 
En el plasma se tiene las temperaturas más elevadas que pue 
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den llegar hasta 20000°K , dependiendo de la composición, corrien-
te y forma geométrica. La corriente de electrones realiza tres fun-
ciones: genera o mantiene el plasma, calienta éste por efecto Joule 
y compensa la presión del plasma por la presión del campo magnético 
creado por las corrientes. Cuanto mayor es la distancia entre cátodo 
y ánodo los plasmas son tanto más cilindricos, debido a que el campo 
eléctrico es casi uniforme y el campo magnético son lineas circula-
res que confinan el plasma, mientras que a distancias menores los 
efectos de los campos magnéticos en las proximidades de los electro 
dos tienen mayor influencia y la forma tiende a ser esférica. La 
temperatura del plasma es función de las pérdidas por radiación que 
dependen de la composición del plasma, de su forma y volumen y de 
las características del medio que recibe las radiaciones. En arcos 
libres en hornos, la carga recibe calor por radiación del plasma, y 
por irradiación de las paredes de materiales cerámicos refractarios. 
Si la carga es uno de los electrodos interviene también la conduc-
ción, aumentando la proporción de este mecanismo cuando se trata de 
arcos sumergidos, debido a que el calentamiento se produce también 
por la resistencia del propio electrodo. La naturaleza radiante del 
plasma está fijada por todos los procesos que dan emisión fotómica, 
incluyendo la presencia de iones procedentes de los materiales del 
cátodo y ánodo. En casos específicos se pueden obtener los poderes 
emisivos por análisis espectral, calculándose el calor transmitido 
por las ecuaciones consideradas en el capítulo 1. 
En el ánodo, los electrones pierden su energía cinética y su 
energía o trabajo de extracción, desprendiéndose mayor cantidad de 
calor que en el cátodo. Si la superficie del ánodo es pequeña, la 
elevación de temperatura es grande y se originan fenómenos de emi-
sión termoiónica, que se oponen a la corriente del arco. La refrige 
ración en el caso de soldadura o el aumento de superficie disminuyen 
el fenómeno. La generación de calor se extiende a tó"3 e»n de superfi-
cie y su distribución es de tipo gaussiano con valor máximo en el 
centro del ánodo, y depende de las características del plasma y de 
sus dimensiones. 
En consecuencia, los componentes del arco, cátodo plasma y 
ánodo no son independientes y cada arco eléctrico es el resultado 
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de los fenómenos que tienen lugar A sus componentes. Los focos tér 
micos en el cátodo son los más elevados y pueden considerarse uni-
formes, y en el plasma y ánodo, en forma de campana o distribución 
gaussiana. 
3) Reaccione* qu'm¿ca¿ 
Desde el punto de vista térmico las reacciones químicas son 
las fuentes o sumideros de energía más utilizados en nuestro plane-
ta y su importancia se extiende desde reacciones muy exotérmicas co 
mo son la combustión de carbón, petróleo y combustibles en general, 
hasta las reacciones que tienen lugar en formas elementales de vida. 
Este espectro de aplicaciones tiene su correspondencia con otro de 
temperaturas desde aproximadamente 10000°K , donde la materia se en 
cuentra en estado de plasma, hasta las proximidades del cero absolu 
to. La presencia de una reacción química implica la existencia de 
campos de temperatura y concentraciones. Estas consideraciones pue-
den parecer elementales, pero son convenientes si se trata de esti-
mar los aspectos térmicos que puede presentar un reactor químico. 
Los objetivos son los mismos que se plantean en los distin-
tos capítulos de este libro. Conocer la distribución del campo de 
temperaturas que imponen la presencia de focos o flujos térmicos con 
las condiciones de contorno de un equipo o aparato y considerar su 
aplicación industrial con materiales y condiciones de funcionamiento. 
La cantidad de calor que se desprende o absorbe en una 
reacción química está bien determinada por la variación de las fun 
ciones termodinámicas que intervienen en el proceso, expresadas 
por la ecuación 
donde A£>c , AH° y AS" , son las variaciones de energía li-
bre, entalpia entropía expresadas en (Ktal/noU o unidades equiva-
lentes, £ es la constante de los gases, \,18 ^«l/oKineV) y T 
la temperatura (°K) . El conocimiento de AG," , A W y AS" 
se obtiene considerando un estado de referencia convenientemente ele 
gido. K es la constante de equilibrio de la reacción, dada por una 
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expresión de la forma 
K = _ O c O e (2) 
¿i c£ 
para una reacción del tipo bD + c C i ± d D + eE donde, CLDJ 
son las actividades de los componentes de la reacción. 
En los equilibrios químicos, el estado de referencia se, 
elige a una presión determinada y las actividades vienen dadas por 
las presiones parciales de los componentes. Los valores dados por 
las presiones parciales de los componentes. Los valores de AS" , 
AH" y AS° s e tienen para cada componente a partir de tablas 
de propiedades termodinámicas. La relación de K con T se obtÍ£ 
ne por la ecuación 
y si 
dñW 
7> n-^ n r^i-^ 
--AU e 
(5) 
La ec.(5) permite también conocer el calor de reacción a partir de 
K , a distintas temperaturas. Teniendo en cuenta que 
n-, 
d H 0 = AW, -V $N<r*« 
donde ^ representa la suma de los calores específicos de los reac 
cionantes y productos con sus signos respectivos, 
V^.lS\.A^
 (6) 
Vc 2"R ) T ( ^  ( 6 ) 
Por las ecuaciones anteriores el calor de reacción, está perfecta-
mente determinado siempre y cuando se tengan las propiedades termo-
dinámicas de los componentes. También quedan fijadas las proporcio 
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nes de los componentes en estado de equilibrio. 
La termodinámica de procesos reversibles considera solamente 
sistemas en equilibrio, sin distinguir entre procesos físicos o quí^  
micos y las respuestas son para todos los casos las mismas: energía 
absorbida o desprendida y composición del equilibrio. En el equili-
brio, la velocidad de una reacción química es cero y desde el punto 
de vista del reactor químico corresponde a una situación límite. De 
los valores de AQ° solo pueden desprenderse resultados cualitati_ 
vos acerca de las posibilidades de una reacción. Si AG°<o la 
reacción es posible. Para o ¿.A6'<- lo f\<CA\/rixo\^ ia reacción es 
dudosa y si A&> \0 vf-^/ynoV) la reacción es desfavorable pero 
no imposible. 
El conocimiento de las velocidades de reacción se denomina 
cinética química y la aplicación de las reacciones químicas en el 
equipo más conveniente se denomina generalmente diicño o atudio de 
Ke.acton.zi, química, donde interviene también el movimiento de flui-
dos, transmisión de calor, y transferencia de materia. 
La velocidad de una reacción química es de la forma 
Y-.* i d<u 
donde Vv;
 i es el número de moles de un componente i que aparece 
en la reacción, T, es el tiempo y K, depende del estado del si£ 
tema; V si se considera el volumen de un fluido, rn. para la masa 
de un sólido y £ para una superficie. Si el componente i desapa 
rece en el transcurso de la reacción la ec.(7) tiene el signo - . 
cC a V constante 
(8) 
donde Q., y b, son los ordenes de la reacción con respecto a los 
componentes A y B ; pueden ser números enteros o fraccionarios 
y no coincidir con los números a y b de la ecuación estequiomé-
(7) 




trica; r, se conoce como constante especifica de la reacción, 
que incluye los efectos de la temperatura y los mecanismos que in-
tervienen en la reacción o aue son controlantes. Dentro de un am-
plio intervalo de temperatura, T*, se expresa ñor la conocida 
ecuación de Arrhenius 
^^o^l-Vp)
 (9) 
donde f, se conoce como factor de frecuencias, E enerqla de ac 
tivaeión í VteA/^ ol.) R constante de los ciases y T(^W) 
Si la reacción anterior es reversible 
A
 ^ (10) 
*¡ v rv son las constantes especificas directa e inversa v re-
cionadas con la constante de eouilibrio 
k = * - <* 
C! tf~ (ID 
Las velocidades de reacción se determinan experimentalmente en ele 
mentos diferenciales o intearales v los resultados se interpretan 
oor distintos mecanismos, dando consistencia lógica a las velocida-
des obtenidas, lo ciue permite una extrapolación razonable a otras 
reacciones análocias. Frecuentemente los mecanismos de difusión de 
componentes, adsorción sobre superficies v reacción química actúan 
en serie y la analooía con la ley de Ohm indica que la velocidad 
controlante corresponde al mecanismo aue presenta mavor resisten-
cia. 
Si existen reacciones simultáneas, las resistencias están 
en serie-paralelo y cuando alguna de las resistencias en paralelo 
es muv elevada, su efecto es despreciable. Si en una reacción Ínter 
viene la difusión a temperaturas altas, la velocidad de la reac-
ción es elevada, su resistencia es pequeña v la velocidad contro-
lante es la difusión. A temperaturas baias sucede lo contrario y 
controla la velocidad de reacción. 
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Con las consideraciones anteriores el oroblema de conocer 
la distribución de focos térmicos se complica, r>or la presencia 
de campos de concentraciones, fluidos en movimiento v variación de 
la velocidad de reacción con las concentraciones v temperaturas. 
El coniunto de los fenómenos aue tienen luaar puede expresarse por 
las ecuaciones diferenciales expuestas en el capitulo 2 apartado 
2.5. 
para el campo de distribución de temperaturas y 
v(íVO)= f + ^ r ^ ^ t f ¡ * i Q m (13) 
para el campo de distribución de concentración del componente i 
v se incluye la cantidad de materia tQm. y calor + Q que 
se aporta o elimina del sistema. Las ecuaciones (12) y (13) pue-
den tratarse como lineales en tanto que sus variables puedan ser 
agrupadas o consideradas convenientemente. Los valores de k y 
D pueden referirse a sólidos o fluidos en régimen laminar o tu£ 
bulento. En sólidos V grad T y V gradC;. no existen y las 
ecuaciones quedan reducidas a conducción y difusión en sólidos 
con soluciones completamente análogas, si r* se expresa en forma 
lineal. Con fluidos se puede buscar valores de k y D que sean 
equivalentes a considerar válidas las ecuaciones (12) y (13), es 
decir R» y t>« . Esta situación no es desconocida puesto que 
»e trata de un caso análogo a transmisión de calor en sólidos 
anisótropos, cuya solución se obtiene relacionando los parámetros 
de anisotropla. El campo de velocidades presenta mayores dificul-
tades, que pueden simplificarse por la introducción de grupos adi-
mensionales, como método general de aproximar las ecuaciones no lí_ 
neales. El lector puede apreciar las ventajas de obtener los gru-
pos adimensionales a partir de las ecuaciones diferenciales y no 
a partir del análisis dimensional. Ambos métodos se han desarri-
llado en el capitulo 2. 
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4.4-1. ?anede& ptanai con ge.ne.fiacA.6n de catón. u.nÁ.lon.me 
Consideremos el caso de una pared plana de superficie sufi-
cientemente grande para que no exista transmisión de calor en las 
direcciones Y 6 2 Fig. (4,1-1). La conductividad k del mate-
rial de la pared se supone constante y la generación de calor es 
uniforme. En régimen estacionario el calor debe eliminarse en la 
superficie por convección o radiación respectivamente o simultánea^ 
mente. 
La ecuación de distribución de temperaturas dentro de la pa_ 
red responde a la ecuación de distribución de temperaturas dentro 
de la pared responde a la ecuación de Poisson 
•o*? a - / ' ~i>Tl ~ fe 
y
 s i - g » Í B = 0 
4U =-<?? 
dx2 fe (1) 
Con las condiciones 
T=~TS en * - ^*/l 
áy¿X~° en * = ° 
La solución de la ecuación (1) es 
fe. 2 
en X=o <%<=«' 1 ^ = ° 
1 




y la distribución de temperaturas adopta la forma cuadrática como 
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se indica en la Fig. 4,1-1). La temperatura máxima se presenta 
en x - O y tiene el valor 
-to-Ts+Q» V¿
 (4) 
El calor que sale por una de las caras vale 
Si existe convección y el coeficiente es 





Las ecuaciones (3),(5) y (6) resuelven los problemas relacionados 
con la temperatura máxima del material para valores dados de Q„ 
y compatibles con el coeficiente h . Si h es bajo y Q eleva-
do pueden obtenerse valores de ~T0 superiores al punto de fusión 
del material y por ello hay que reducir el valor \_* eligiendo 
placas de menor espesor. 
Si la pared tiene yuxtapuestas otras paredes de espesores 
Av, AXi,— donde no hay generación de calor y con resistencias de 
contacto entre cada dos superficies dadas por Ate ¿"tcj. 
T
-
t = l t i + K + x M - — > ^ 4 — <7) 
E.y ampio . - 4, I- (a) 
Una pared plana de 2 cm de espesor genera calor uniforme 
mente con una densidad de potencia de 5.10s (^ "^ Vw1 *^) • L a 
conductividad térmica del material se supone constante y de valor 
2 vj^^/u w\ "Z.") La pared se encuentra rodeada de un fluido a 
20°C y coeficiente de convección de 50 (k.QjA/v,Yn.2 *c) 
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Calcular 
a) Distribución de temperaturas en el interior de la pared 
b) Flujo térmico en la superficie 
c) Si la temperatura máxima que admite el material es de 
175°C , hallar el espesor que puede tener la pared con 
la misma densidad de potencia que en el caso a ) . 
Solución: 
a) Por la ec.(6) la temperatura en el centro de la pared 
vale 
-V2Q=S.1QS. 2.\0-*(^ O+ \ ^ ) = 400 + ^ ,5 T« = V».S^C) 
y la distribución de temperaturas 
T = % - < ? 2 ^ a = \32,5-Í.\05.Xz 
ate 4 
En X-U/ a T=.T4 = 131.5-13,5 = \it*¿) 
b) | - Q. . U
 = 5. \0S. lO"1 = 5000 ^°*VVv y¿) 
c) Nuevamente por la ecuación (6) 
4,1-2. Vaiíd plana con gcntiación de cato*. Q=QoO*J") 
El calentamiento de un conductor por el paso de corriente 
eléctrica es proporcional a Rl 1 . Para intervalos moderados de 
temperatura de resistencia eléctrica es función lineal de aquella 
y también lo es el calor generado. Por otra parte la conductivi-
dad es también función de la temperatura aunque no necesariamente 
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lineal por lo cual el problema puede ser complicado. Admitiendo la 
hipótesis de k constante, para una placa de espesor |_y y dimen 
siones Z e y suficientemente grandes para despreciar el calor 
transmitido en estas direcciones se cumple 
< 0 __Q.(í+fcT\ (1) 
<¿X2" k v r 
Resolviendo la ec.(l) por transformadas de Laplace 
r
^> e>^s <,'+a> ' O-Mí- si-va? 
y por la inversión de f (& 
T
" " Í + (A + $) ""<?-*) 4 I s*w(a^
 (2) 
con las condiciones de la Fig. 4,1-2 resulta 
donde a = \[S°k 
\ o-Los(aW^ En * = o T.= - ^ _ _ ^ _ ^ _ j 
T„" \- eos (a U/a') 
(4) 
Para un valor dado de JJ y espesor de la pared L* se conoce 
la temperatura por la ec. (3) y la cantidad de calor por la reía 
ci6n Q.(HfrO 
El flujo térmico en la superficie es ^ / _ Q \-*/z siendo 
L* Jo U °- ' 
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4 . 1 - 3 . Pafie.de.¿ p¿ana¿ con ge.ne.A.ae.¿6n de. caloi exponencial 
Cumple l a e c u a c i ó n 
&Ü
 = - Q ° £.*b(-ax) ( 1 \ 
dx1 te- r 
con las condiciones de la Fig. (4,1-3) 
Aplicando a la ec.(1) la transformación de Laplace 
y 
^ feaJ ^ ka 7)
 feai **^ ' (2) 
con las condiciones de contorno 
y finalmente 
T=





Una chapa de acero de 4 cm de espesor se utiliza como 
protector de un flujo elevado de radiaciones Y sobre la pared 
de un recipiente en un reactor nuclear de agua a presión. La tem 
peratura en las superficies de la chapa es de 280°C . La gene-
ración de calor en la superficie expuesta a las radiaciones es de 
a,6. lo* y*-ca^/yí<rr?) v Ia variación de generación de calor en 
función del espesor viene dada por Gi= 1,*. W1 exb(-30>¿) donde 
x se expresa en m . Se desea conocer la posición y el valor de 
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la temperatura máxima en la chapa. La conductividad térmica del 
acero se estima en 3o V<caiJ
 m»c) 
Solución: 
Por derivación de la ec. 4,1-3(4) respecto a x , teniendo 
en cuenta que ~v0-Ts=o se tiene 
y 
y 
4 , 1 - 4 . Vaiíd plana con ge.ne.iac¿ón de catón. Q = Q» aos P^V^iO 
S i se admi te conducc ión so l amen te en l a d i r e c c i ó n x 
d.y.1 fe \%\1*J (1) 
donde L x es la distancia para la cual Q = o con las condi-
ciones que se indican en la fig. (4,1-4). Aplicando a la ec.(l) 
la transformación de Laplace 
s' C(3-AS-&=-5» 4 
fe SHQ? donde «=&X 
fe a*ls iiw.y J 4 r> 
y por l a i n v e r s i ó n de 
T - - 9 ? I ( i - to<.(a.A + A +'?>x
 ( 2 ) 




 t 0?\ 2^.L'»)J (3) 
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Si Lx=\_'x en *=Lj< 
El valor medio de Q en la pared es 
rU 
^ U ]„ V2LV) « U \4»J (5) 
E/ i m p l o . - 4,1-Hb) 
El núcleo de un reactor nuclear de investigación tipo pis-
cina, esta formado por placas compuestas de 0,5 nuti de espesor de 
una aleación u-A*. emparedada entre 2 chapas de Al de 0,5 mm 
de espesor cada una. La aleación U-Al contiene 0,7fc5 <j. de 
U 1 ^ por CV>T> . El flujo neutrónico medio es de l,^ .\ovl V^°fcn&i) 
y la temperatura del agua de refrigeración es de 20CC . El coe-
ficiente de convección superficie exterior-agua es de feooo ^ "V^Y»?^) 
Admitiendo que la conductividad del combustible es la misma que 
la de Al , Calcular: 
a) Densidad de potencia en el combustible 
b) Distribución de temperaturas en la sección del combusti-
ble. 
c) Flujo térmico en la superficie. 
Solución: 
a) La generación de calor es el número de fisiones multipli^ 
cadas por la energía desprendida en cada fisión y 
N
 = Número átomos flsibles . 0feoZ ^ 4 < pjTfcS ^ ^n 
Gm1 de combustibles ' ' i_t>^> ~ ' 
6".; sencción eficaz microscópica para la fisión = 577 barnios a 
25°C 1 barnio = \o~ cm1 Admitiendo una temperatura de 40°C 
la función que relaciona 6"r
 c o n ~[ puede escribirse 
barnios 
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<fc= \A. I0,s («'./cnv'.s) 
Er~ loo 
Q= \,q.\o*. 4P4. \o~1'*. \.A-\o'3. 2oo = 3,5C.*O'5(M«V \ = S^of^V 
= 4,4.(0* (Kcal^^i) 
b )
 b A t = US (kcál/Wm.e) 
Por la ec.(7) 
"2- LW 4 \ ^ ] i [tooo 4. ns ^Tl J-20'4 
y 
T 0~ 10,4+15= 45, 4 (?c) 
Ejimplo.- A, 1-4(a) 
Las placas combustibles del ejemplo 4,1-1(b) tienen dimen 
siones; exteriores fc37. 7o. t,5 ^rmw1^ * combustibles 
fao"i. 58,5. 0,5 (vn™*) • canales de refrigeración ,631. fe£,i • *>.2 (wm1) ' 
La temperatura de entrada del agua es de 20°C y su velocidad 
en los canales \,i (^ /s)- El flujo de neutrones máximo es 3,6 
veces el flujo neutr6nico medio siendo éste último \,q. No1* fr>'»y¿rf.s) 
Calcular: 
a) Número de placas necesarias para producir * M k J 
b) Temperatura máxima en el combustible y en la superfi-
cie exterior de la vaina. 
c) Distribución de temperaturas en la masa de refrigerante 
en la dirección del agua. 
Solución: 
a) 3 M W = iooo. íto-i^í.ío' (V-coyC) 
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^ N (ejemplo 4,1-1 (b) ) >^c= V1.6 (cwv^  
n = 299 es decir aproximadamente 300 placas 
b) Admitiendo que la transmisión de ca-
lor tiene lugar en la dirección perpendicular 
al eje x , y despreciando el efecto del re-
flector sobre el flujo neutrónico, para la 
placa situada en el centro del núcleo 




Q =|U Q os e,, ( s k y 4,«.u>». 3,6. i „ w a ^ M,) 
La distribución de temperaturas en el centro de la placa ec. 
4,1-1(7) 
El valor de h se calcula por la ecuación (véase apartado 2,4) 
N, v = ° , o a 7 ^0,,?f0,w W*T 
con las propiedades térmicas a la temperatura de la masa de agua 
y U5 la viscosidad a la temperatura de la superficie de la pla-
ca. 
\x= 0,017. ^ ¿V4_. l«4G. \,qo.\,\o = T3o5 (*taVwvrtLt) 
y
 T=ao+fc\,B= S\,«(°¿) 
c) El balance de energía en un elemento <A* 
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donde m masa de agua por unidad de tiempo z anchura del combuí 
tibie y Ly espesor del mismo. Integrando la ecuación anterior y 
teniendo en cuenta que una placa calienta un canal y Q\_y=o.to3 
^ - ^ • ^ [ " i s H 
y en x=L^ 
U "i0~YnCfn Tt .\ . \,"iA. 3€oO. \oV fe,2. 66. \0"* ' 
La temperatura de la superficie "^s en función de la distancia x 
El valor máximo de ~Vs,*-to se encuentra derivando e igualando 
a cero la ecuación anterior, resultando, a.rctíjí'rcL\ _ o,oí% \ X = o,o>3 
es decir a una distancia de la base L* vo,0ii;O,ii4 (m) 
y 
4,1-5. Vaied plana con ge.ntn.acA.6n de calo* Q - <3o *2 
Si se admite conducción en la dirección x 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4 , l-5; aplicando a 
(1) la transformación de Laplace 
y por la inversión de V(S) 
T= A + ftx-9tSj£=MM-«s£
 (2) 
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y con las condiciones de contorno 
te. a »zfev <J> 
y el flujo térmico en la superficie *=«-* 
5T- <1 \ q/ _ Q.V 3 
T)X c, fe H=*? (4) 
4,1-6. Paied plana con gene-tac-tín de caíot Q = Q^, tosk (a*) 
dx2 VL (1) 
con las condiciones de la Fig. 4,1-6. 
Por la transformación de Laplace 
y por la inversión de í Cs) 
T= A 4 BX -V 9» ( l - COSW (ixA (2) 
y con l a s c o n d i c i o n e s de con torno 
En X = 0 , ájF^o , B = o (3) 
y f i n a l m e n t e 
T^ ~ts 4 Q ° - í OOSW^^-^SWCCO^ ( 4 ) 
La t e m p e r a t u r a máxima en \=o v a l e 
°
 s
 T E a 1 ^ y (5) 
y e l f l u j o t é r m i c o en l a s u p e r f i c i e 
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(VsV A fcfcX - % ".VW (6) 
Eyimplo 4,1-6. 
Se desea conocer el efecto de variación en la temperatura 
máxima y flujo térmico en la superficie en una placa con una cara 
adiabática al admitir generación de calor uniforme <3« o genera-
ción de calor según la ley Q. coíWO<VO x)
 } Qc- \o* (^/^«j), \-,i = 3.»oJ 
Solución: 
Para generación uniforme de acuerdo con el apartado 4,1-1 
"Ws 
y para generac 
i. 
3o U 
i6n Qo cosV^CJA x) 
Oí (2. u>sW (o,34U) - O 
°
 s
 " - V.lpMl-
Si Ts -Ü CXL. en l o s dos c a s o s 
T0-Ts _ Ly . (.3 » ° ^ 4 . \Q-i. US-\O s _ 0 i 3 | 
y para los flujos térmicos 
4.2-1. Rectángulo con geneíac-ión de ca/c* un-t^ c.'ime 
Cumple la ecuación 
"BX1 "872- h. (i) 
Con las condiciones que se indican en la fig. 4,2-1. 
Aplicando a los miembros de la ec.(l) la transformada fi-
nita del seno de Fourier, 
y f inalmente la ec. (1) se transforma en 
con la inversidn 
Aplicando a ( 2 )  la transformacidn de Laplace $ ( S>E L L%kvll 
52 $(5) - A S  - 0 - c l I ( S ) =  $0 
y por la inversidn de F(s) 
y con las condiciones de contorho 

























































































































































































0) Q E 0) 0) 
•o
 






















































t U 1 ü¿ o M 
/O
' 
& 5 o c 
o 










as i o 






































































































4,2-2. Recídngu^o con gcneAac^tfn de ca£o* un-t^ o-tme y convección 
Cumple la ecuación 
?>x* í'-Y1 te. (1' 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 4,2-2. 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fou-
rier 
puesto que en Xro , S i o y en *=*-x ) |^ + — ° donde 
Q_J¿
 = ri-x/u siendo VLX el coeficiente de convección en 
la cara l_x y k la conductividad térmica del material 
Jo fe- fe. Vi 
Te ra*n_ á.'lK^y) L
*
 L
 ^ J - ~ a ^ 
y la ec.(1) toma la forma 
con la inversi6n 
(2) 
siendo £i las raices de &L tg.(.ScW)í=a* 
Aplicando a (2) la transformación de Laplace 
resulta 
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y por las condiciones de contorno 
Para N-0 ?>N 
í>-o 
v-W ^ + ^ T = 0 K: 
y 
(4) 
Sustituyendo en (3) los valores de y teniendo en cuenta que 
Ejemp£o 4,2-2. 
Se desea utilizar una resistencia eléctrica para obtener un 
flujo térmico de 20 fc/oni) en la superficie de una cinta de sección 
rectangular de 20.1,s (w w.rj . L a resistencia eléctrica del mate-
rial de 0,028 -*Vm y su conductividad térmica es de >5 A<cal/v1Trv<.¿) 
Para el flujo térmico de 2.0 i^/cní) el coeficiente de convección-ra 
diación al medio que rodea la resistencia se estima en \So we'La^/\¿nÍ'rc) 
Calcular: 
1) Generación de calor en la resistencia. 
2) Corriente eléctrica 
3) Temperatura en el centro de la resistencia admitiendo 
que la generación de calor es uniforme. La temperatura 
de fusión del material es de 1400°C . 
Solución: 
1) La generación de calor vale 
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2) C a l o r generado por m de c i n t a 
2 0 . 4 , 5 . \ o o = q Kw ; l r \ J q . \ o 3 - S 6 f , A 
' » 0,026 
3) Ap l i cando l a e c . 4 , 2 - 2 ( 5 ) 
0*-¿JU = £: = »§9-A0 
fe- v i 
Considerando la cuarta parte de la sección rectangular f¡; son las 
raices de la ecuación 
y por la tabla 1-3(5) Apéndice I 
^U-o,<i , $*\-<=V4, i^Vx-tai
 } £ 4V*-Vu- és\.s = v2,s« 
En e l c e n t r o
 ; y =7 = o 
s 
T <j>,c¡)= i.\^4.\o%.\o\ r, io -\ 
Obsérvese que la temperatura en X = ° Y-^ alcanza 
1170°C . Si la resistencia eléctrica es función lineal con T la 
generación de calor es menor en las proximidades de la superficie 
y la temperatura en el centro aumenta. Este efecto es tanto más 
acusado cuanto menor es la conductividad térmica del material pro 
duciéndose variaciones dimensionales en el elemento generador y 
las correspondientes tensiones térmicas. Las ecuaciones del apar-
tado 4,2-4 dan la distribución de temperaturas cuando la genera-
ción de calor es lineal. Un análisis más profundo de los fenómenos 
anteriores pueden obtenerse considerando la variación de la conduc 
tividad térmica con la temperatura y aplicando la transformación 
de Kirchhof f \ _ f ' k(-y) ¿ T / 
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4,2-3. Rectángulo con gine.iac.l6n di calón. <2=Qo(\4p"0 
Cumple la ecuación 
7>X* -S>yj tt ( ' 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 4.2-3. 
Aplicando la transformada finita del seno de Fourier a (1) 
en forma análoga al apartado 4,2-1 
donde 
^z * <2> 
(lU 
fe J0 ; feU^vOu 
para m impar . Aplicando a la ec.(2) la transformada de Laplace 
í| C$,V) = (A + ^  a*V. fcrfl + 1 ^ W l^) - £az 
Por las condiciones de contorno 
En 
y por l a i n v e r s i ó n de ££(.£, V) 
T L
^ ' - ^ r f e " Z _ [ w O e 2 L coSWC«va i (5) 
donde C1 = [ U w > ^ ^ u T ' Q ' ^ 
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4 . 2 - 4 . Re.ctingu.lo con gen ilación de cato*, Q-^o 0+fT) y convección 
Cumple l a ecuacifin 
w*^i*- KK J ( i ) 
con las condiciones de la Fig. 4,2-4. 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fourier 
en forma análoga al apartado 4,2-2 
eimdl _ e?É(e¡,v>= 5.-&>l*(M <2> 
s iendo 
con l a i n v e r s i 6 n 
^ ^ ^ ¿ ^ l ^ i V O , ] (3) 
y £. son las raices de t: t^\S>-*-'*J = Q* 
Aplicando a (2) la transformación de Laplace 
U¿)
 = ( A + £a> tosWCe^-v fe &«~WC<?0- k 
Por las condiciones de contorno 
(4) 
En V-o ? 3 - o fc=o 
Sust i tuyendo en (3) l o s v a l o r e s de t f fe i^y s i ($¿+3i¿uJ$¿~) = —g^-r 
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Ejemplo 4,2-4 
Se desea conocer las temperaturas en la superficie y en el 
centro de la resistencia eléctrica-del ejemplo 4,2-2, consideran-
do que la resistencia es función lineal de la temperatura 
Solución: 
La generación de calor en la resistencia eléctrica es R-l1 
y en función de la temperatura puede escribirse 
Tomando el valor de O- i,sA.\0 (^cay^i) a una tempera 
tura media de IHiidBg- \(c\o 
2 
\, o t i v 
Aplicando la ec.4,2-4(6) con los valores de i\. obtenidos en 
4,2-2 
y en forma análoga 
KL^íl *i*ti «tf*<4* c*~^ 
Para el punto 0,0 
5 
T (o o^  = 2i_li43Mol , A ' J ! _ . 
. \ . _J0 1 _ (25o foc\ 
l 6; *vAx,(ufl6¿H\Ot«W([0-l6;.,)l V ; 
Para el punto (0,1) 
Para el punto (o,\ i^,^ T(p,«SJí)= IWo t O 
Para e l punto (p, las, tí) T(o,H5,o)= l í ^ W 
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Los resultados obtenidos son ligeramente superiores a los 
obtenidos en el ejemplo 4,2-2 y no tienen mayor significación 
cuando la temperatura de fusión del material está muy por encima 
de la temperatura de trabajo. En nuestro caso la diferencia es de 
150°C lo cual exige un control de dimensiones de la lámina y el 
funcionamiento en ausencia de atmósferas que por corrosión erosión 
o fatiga alteren las dimensiones o resistencia del material. 
4.2-5. Rectángulo con ainiKacíón. de. calo*. Q = Q0^ íx^ -(.tx+cv)j 
Cumple la ecuación 
S^-í******^ (i) 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 4.2-5. 
Aplicando a (1) las transformadas finitas del seno de Fou 
rier 
5Ü + 3 3 
f l l* Sai* 
fe ¿i-t* L r 
y 
¿l* (2) 
donde £ = ÍH3t y la invers ión 
Tt"-x)=5:X ^^Ifits)
 (3) 
Aplicando a (3) la transformación de Laplace í(¿) =Ll ?r(Í.Vi] 
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y por la inversión de T(SJ 
Por las condiciones de contorno 
En V = o f^,^ = ° A= o 
(4) 
En V=Y, f^-M-o 
;
 c'-^ l 5^(íw) v? a«wc$Ww fv ; (5) 
y sustituyendo en (3) ir ídi) , í« 
Ufe 2. ftsw^CtW8) L s**WCíW) 
+ ^ v e W i ( t + t ó É S J - w ^ (6) 
donde S- -r-5 
4 . 2 - 6 . Recíángufo con gene^iac^tfn de c a í o i Q-Q» £*t>[-ft>x+cv)] 
t/ c s n u e c c i í n . 
Cumple l a ecuac ión 
Z*>- ^ l 1 fe ' « • J (1) 
Con l a s c o n d i c i o n e s i n d i c a d a s en l a F i g . 4 , 2 - 6 . 
Apl i cando a (1) l a t r ans fo rmada f i n i t a d e l coseno de Fou-
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rier y teniendo en cuenta 
resulta 
a^-y (2) 
con la inversión 
donde é;. son las raices de íct<^ (í,Lx)= 0-% 
Aplicando a (2) la transformación de Laplace y su 
como en el apartado 4,2-5, 
Por las condiciones de contorno 
En V=o f^o B=o 
En M.«U 2T-vCL/T = o 
y 
Sustituyendo (4) en (3) y teniendo en cuenta el valor de 
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4 .2 -7 . Rectángulo con generación de caío* Q=&> kvvlS'Y M ? ^ ) 
1/ conveccxín. 
Cumple la ecuación 
Tm1 T»f' fe V2-W \aLyJ »*' 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4 , 2 - 6 . 
Aplicando a (1) la transformada f i n i t a d e l coseno de Fou 
r i e r se t i ene 
^ í0 U^lüf 
y en forma análoga para los restantes términos de (1) resulta 
con la inversión 
1
 ¿\LX^+Í.>^ (3) 
1=1 
donde iL son las raices de la ecuación ti W(.íiLx)—&* 
Aplicando a (2) la transformación de Laplace 
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Por las condiciones de contorno 
En 7 = 0 ^ - o *=o 
E n Yrty ^-v^Tro 
y 
+ I U*v(ílV)- Uw{fY)A ( 5 ) 
v sust i tuyendo en (3) los valores de VFv5i,"Y) v i c , Y= j V 
(6) 
+ X ^t^ttiVi-M^OfVA 
4 . 3 - 1 . Paiafeíepípedo con aínziación de calón uni-toime 
Cumple la ecuaci6n 
23
 + ?G + 313 __Qo 
W si* i r 1 ~ fe (1) 
con las condiciones nue se indican en la Fig. 4.3-1. 
Acucando a la ec. (1) la transformada finita del seno de 
Fourier v teniendo en cuenta que 
rU 
(Para m imnar) 
- 352 -
r e s u l t a 
Ptttt.vA, »&(**&.c£Uí.^ t» (2) 
con la inversión , £ = "Vn**'\^ 
-TCx,v,,2> ¿ f S ^ ^ ^ C W A
 ( 3 ) 
aplicando nuevamente la transformada finita del seno de 
a la ec.(2) 
con la inversión 
L "\ fí.'í<.n.V) WviVi 
(5) 
i lCt.! ,^- {• ^ ^'(•í. ^ wenv) 
Resolviendo la ec.(4) por la transformada de LaDlace 
V oor las condiciones 1^ = 0 e n W-'—y ¡ T=o "S=o 
(7) 
F i n a l m e n t e Dor l a i n v e r s i ó n de (5) y (3) 
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4.3-2 . ?a>iale.Let>ínzdo con ae.nciac.L6n de calol ur.ítoime. u conve.ccA.6n 
CumDle la ecuación 
l*i ^^ Vt>- ^ ( ! ) 
con las condiciones indicadas en la Fia. 4.3-2. 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fou-
rier 
(2) 
con la inversión 
Oc 
t- son las r a i c e s de t ^ ( i U > a * 
(3 ) 
Adicando a (2) nuevamente la transformada del coseno de 
Fourier 
< t ^ i < 4 ) 
con la inversión 
v h\aV) coi h a S£(t.,M 
*F l>^.lJ - * Z-R^^iV a í i f 5) 
V)j son l a s r a i c e s de v l iH0' l iL i> a i 
Resolviendo (4) ñor la transformación de Laplace 
íF,(k,n.v>*tA*£)t«U6<a+1 s « ^ ^ - ^ (6, 
y por las condiciones de contorno 
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y por las inversiones (5) v (3).teniendo en cuenta las relaciones 
de las raíces £; y *i¿ 
|_ cu, cosWCe^ + e sinkleW)! 
(8! 
donde ^- $?+*t* 
4.3-3. Vaialetevlvedo con qe.ne.iac.i6n de. calox <3-Q0(\ + fe"T) 
u convección. 
Cumple la ecuación 
•6x1 ?>V>- •6T-1 feL P >
 ( 1 ) 
con las condiciones oue se indican en la Fia. 4.3-3. 
Procediendo en forma análoga al aoartado 4.3-2. De (1) 
se tiene 
donde 6 C = í ? - ^ y ¡. son las raices de 
<; ^ C ^ M = CU con la inversión 
Por aplicación a (2) nuevamente de la transformada finita del cose 
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con F,1-£?+<£-^ Vj : las raices d e , » ] , ^ ^ . ^ 
con la inversión 
ÍF(^,^) = 2 ¿[L2(^al).^ (5) 
Resolviendo la ec.(4) con las condiciones de contorno 
y por las inversiones (5) v (3) 
TU N zV 4Q0a*az Y Y ^iiijQigltoiJl _ _ = 
A-
ir Coi 
a y coí>V\(e,V) 
cu, wsWte.U") -te, U/wk(CiV) 
~7 (7) 
4.4-1. C¿l¿.ndn.o ¿el ¡5-tn.c.to con ae.nzfiac-¿6n di zalol unl^onme. 
En régimen estacionario y si la conductividad térmica se 
supone constante la ecuación para el sólido 
se transforma en 
con las condiciones, Fig. (4,4-1) 
T=TS r-R 
T=T. r=° 
La ecuación (1) puede escribirse 
- 357 -
*¿c»©~í (3) 
y la solución general es 
T=- Q Ü ^ + C W +Ci (4) 
Con las condiciones (2) resulta finalmente 
T^To-Qfií (5) 
Ate. 
La expresión (5) da la d i s t r ibuc ión de temperaturas en e l c i l i n d r o 
en función del r a d i o . 
En "Ta R. se cumple 
T s=T.-g,R x (6) 
Ate. 
y el calor a través de la superficie admitiendo L suficientemen-
te grande para que se cumpla 22 -o 
(7) 
Si el calor se elimina del cilindro con un coeficiente de trans-
misión de calor tx lVÉMLA.wf*t') 
donde %4itC.U representa el flujo térmico en la superficie del 
cilindro. 
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Si el cilindro está envuelto con otro material de espesor 
¿112. y c o n " n a caída de temperaturas en la superficie de contacto 
Ejímplo 4,4-I(a) 
De un reactor nuclear de agua a presión se tienen los da-
tos siguientes: 
Potencia térmica Zí,S2 Hv)t 
Calor generado en el combustible 97,4% 
Presión nominal del agua en la refrigeración del nücleo 
154 lOj/c^ 
Temperatura del agua a la entrada en el nücleo 283"C 
Temperatura del agua a la salida del núcleo 322CC 
Generación de calor media en el combustible 2,71. (0! (jCe*l^ v„*) 
(comb.nuevo) 
Tres circuitos primarios. 
El combustible está formado por pastillas de UOj. con un 
contenido medio de uranio 235 de 2,10% para la región I del 
núcleo, 2,6% para la región II y 3,10% para la región III. La den 
sidad de las pastillas es 95% de la densidad teórica (_I0,<V? ftA-"*^V) 
v sus dimensiones iniciales son 0,8191 cm de diámetro y l,346(c*»^  
de altura. Las Dastillas se alojan en un tubo de Zincaloy-4 
de 0,0489 cm de espesor quedando un huelgo entre pastilla y tu-
bo de 0,0165 cm. La lonaitud activa de las barras combustibles es 
de 364,9 cm . Las barras combustibles se acoplan en elementos con 
bustibles de n » i % 2 M de cuales 264 son barras combusti 
bles , 24 barras son de control y una de instrumentación. La dis-
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tancia entre centros de barra en el elemento es de 1.2598 cm 
siendo el diámetro exterior del tubo de Zincalov-4 de 0.9499 cm . 
es decir un esoacío entre barras de 0.309 cm . La distancia entre 
centros de elementos combustibles es de 21,5036 cm y las barras 
combustibles se mantienen en los elementos ñor medio de relillas 
espaciadoras. Se desea estimar. 
al Numero de barras para generar la notencia térmica de 
1ÍQ2 Mwt 
b) Potencia por metro de barra. 
r.\ Flujo térmico medio en la superficie exterior de las ba_ 
rras. 
d) Peso de U£>i para una carga completa del reactor. 
e) Caudal y velocidad del agua a través del núcleo. 
f) Coeficiente de transmisión de calor entre barras y agua 
de refrigeración. 
g) Distribución de temperaturas en una sección radial de 
ia barra admitiendo generación de calor uniforme en el 
combustible. 
h) Repetir g) si la generación de calor máxima en una pa£ 
tilla durante el generado del combustible es 2,50 ve 
cee la generación de calor media. 
a) La potencia generada en las barras es 
a.fe^7.o,qT4= a.5«j *v*H = 1,21. lo*1 ^ a aA. >) 
Potencia generada por barra combustible 
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n° de barras lt22_=i°ü - 4t~io5 
S,*l. 10+ 
d) 4 | Tos barras H. \S~l elementos combustibles 
Peso de U0X /elemento 
•2¿4.'i,64q. TT.O,8iq>* ICP*. IO^o.OA5 = 521 C«V) 
4 
Peso t o t a l de U02 •= Í1-1M (¡<^ 
e) £^ = om c^Ctt-ti") 
Tomando el valor de C, del agua a '.5o (¡^/^y ^ = lo3(?¿) 
^ = ,fw z 4,AW(^U«-»O^%
 circuito) 
La sección libre al paso de agua = 3.1,5" . ^ 7 elemen_ 
t o í - 4S3>>i barras- 4 , 0 4 ^ 
4,44. lo,(W3\_j_ fc£\_J_ , rtJ- i^ l = V = « v ^ W O 
Vw) looVW ) 4,04 t*f) ^.tooVí> J 
f) Por la expresión adimensional 
fer C ^ 0 ^ 7 'SO V c ^ = O l4 i4 t ^ ^ ) , ^ = 0.^ (*yU) 
T>«
 = 4.Wu¿w = 4.(K^qa7-n.0,414^) _ w o t | . 
Pirtmetro fajado TT.0,q4CH 
& = v- £ - 4,1fe.ifcoo.-ioo
 = i,oq?. lo"1 (^/VvVy^ V?A-\ 
k. = 0.011. 0,434 .
 i | 0 7 . ,0^ = 2C 112 (K^1/. »* «f\ 
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g) La aplicación de la ec. 4,4-1(5) de distribución de 
temperatura en el combustible exige el conocimiento de 
la conductividad térmica en las pastillas de u.0^  
Durante el funcionamiento del reactor las pastillas mo 
difican sus dimensiones y forma y la situación real 
desde el punto de vista térmico es una masa de LL02 que 
se acopla a la vaina con puntos de contacto entre am-
bos. De los datos existentes se considera como valor 
aceptable la expresión de Robertson 
r-¡.6oo(;c) r 4oo(rO 
J fe dT = <K1 fe/c-í), JJe *i ' «7 (%^) 
\{í%Ool°¿)y 400»c)= 2,86 (VCca.l/KvYV t) 
La calda de temperatura entre vaina y combustible es 
función de la estructura de los contactos y qases que 
llenan el huelqo. Para una potencia de 170(.w/ciw de 
barra) con los resultados obtenidos por Ficara v otros 
ouede tomarse la resistencia de contacto , Kc = iooO 
IKiol./ ^i t¿\ La conductividad térmica del Zincaloy-4 
fcv = lo3C ( W l / ^ ^ ) Aplicando la ec. 4,1-4(10) 
T0 - 10 1 = luí. U V c * * ^ * fev ^ ) + K R e ] 
® - in ci 4.W.10* ^A/yJ) 
14 i<u.oA4QJ 
V la distribución de temperaturas en los distintos com 
ponentes del combustible son 
- Temperatura en la superficie exterior de la vaina 
- Temperatura en la superficie interior de la vaina 
Ti =.Va<AC"0 
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- Temperatura en la superficie del combustible 
- Temperatura en el centro del combustible 
h) Para qeneracion de calor máxima 
"TO-ÍO* = S.\6i\ -1 T.^ fc-^ fc") 
4,4-2. Clllndlo ¿nf,¿n¿to con qe.nziae.l6n de. calol Q,(HPTT) 
Cumple la ecuación 
S+ 1rír~%(*M (1, 
Con l a c o n d i c i ó n . F i a . 4 , 4 - 2 
(2) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel de qrado cero 
•'o K-
con la inversión 
™ = l l - ^ 1 - ^ (4, 
donde £; son las raices de X>(S¿l£)=o 
te. te S; 
v de (3) 
Í H . 0 ^ ( ^ - % e > V % | u ^ 
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TQr)=lga_f ***& (6) 
4.4-3. CÁ.l¿ndxo infinito con qe.nziac4.6n efe catón Q-Qr(v+p,T) i/ con 
vecciín. 
Cumple la ecuaci6n 
^Tl Y Af fe V ( 1 ) 
con l a c o n d i c i ó n , F i a . ( 4 , 4 - 3 ) 
4? *. k - T - o T=R. 
du- te (2) 
Apl icando a (1) l a t r a n s f o r m a d a f i n i t a de Hanke l 
Í H . O ^ (3) 
con l a i n v e r s i ó n 
i, fe ^ 
T W
" «f^1-*£)«&$ (4) 
donde V son l a s r a i c e s de &» 3» (S¡,Rj •» ti7,tó¡.(£) 
V s i 
J . fe * Ci 




Los elementos calefactores de un horno son resistencias 
eléctricas de 3 (.yr,my3e diámetro y o.ooo (fl/m) a 0"C . La caida 
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de tensión por metro de resistencia es de >5 (^/m) . La temperatura 
de la carqa del horno es de 600CC . El calor se transmite a la 
carga por radiación y convección. Para el mecanismo de radiación 
el factor de forma entre 600°C y 1000CC referido a un metro 
de elemento calefactor es 0.80 y el coeficiente de convección 
20 (_1<CO-1/VNm>°x) • La conductividad térmica del material es 
de 10 (KcA\/^ vr\.°¿) entre 600-1000°C y la variación de la re-
sistencia con la temperatura esta dada por la ecuación y=§.(,\*4,S.ufsT} 
se desea conocer: 
1) Potencia generada por la resistencia admitiendo genera 
ción de calor uniforme. 
2) Temperatura en la superficie de la resistencia. 
3) Temperatura en el centro de la resistencia. 
4) Rendimiento térmico del material de la resistencia en 
función del radio admitiendo generación de calor li-
neal. 
Solución: 
1) Por la ec. 4,4-1(5) el flujo en la superficie vale 
-fe®.-^«T«CT^^4WCV^ (a) 
donde Ts(?*C) es la temperatura en la superficie, t>(°K) la 




9 0,l(l + 4.IO*t,') VL£ 
y sustituyendo valores en (a) 
• ¿y °<*e M ^ 
' ^ - °'2fe - = 0,8. 4 ,88 . »o-8CTs4- S^)^O(JS-%1Í) 
0 , l ( H 4 . \O- S "VS") .1^B-
Resolv iendo e s t a e c u a c i ó n Q~ ^."7. \ o 4 O^^/ww?) 
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2) T £ r 101S (fC") 
3) Por la ec.(5) ~T^ a x = \ov-, + tkiS*. >.57 \ó"4 •* *ox<= fe) 
4.\0 
4) La variación de temperaturas dentro de la resistencia 
es despreciable. Si no fuese asi, se aplica la ec. 4,4-3(5) obte-
niéndose la distribución de temperaturas en función del radio y si 
la generación de calor es función de 9 el rendimiento térmico 
del material esta dado por la relación "T (TVV 
4,4-4. Citlndio ¿n&¿vi¿to con ge.neia.c¿6n de caloi Q* QB tx^Wt) 
Cumple la ecuación 
*Ü + i <Sl-_<2s C*b(>r) (1) 
¿Ti Y 4-r- t I 
con las condiciones indicadas en la Fig. 4.4-4. 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel de orden 
cero 
t> ;„.0ttd = - \ | i ^ M -r l.(l;0 ir (2) 
resolviendo la integral por transformación de Laplace 
con la inversión 
De (2) 
W ^ S t ^ U í i ^ o b f l
 (4) 
4,4-5. CiLindho i n b l n L t o  con  g e n e z a c i d n  d e  c a l o a  QO p*p(br) 
y c o n u e c c i d n  
Cumple la ecuacidn 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4.4-5. 
Aplicando a (1) la transformada finita de ~ank e l  
- 
- B? F,,,C$$ = -Qo + ~,rc~o eqkb-ba-) h 6, 
con la inversidn 
donde son las raices de a r L ( < i ~ )  t= f;l,[$;a) 
4,4-6. CiLindko i n d i n i t o  con g e n ~ a c i d n  d e  c a t o a  Q=QoLCar) 
~ u p g d i c i e  a ternpekatuza  dada  
Cumple la ecuacih, donde ..'lo es la funci6n de Bessel mo 
dificada de primera especie y orden cero. 
con la condici6n, Fig. (4,4-6) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
- 367 -
con la inversión 
donde £¿ son las raices de 1.tí¿K)=o 
Jo af+<> 
y si S.CÍ;tf)=o 
Ejemplo 4,4-$ 
En las barras combustibles del reactor nuclear de agua a 
presión del ejemplo 4,4-1 el flujo neutrónico en dirección radial 
dentro de la barra disminuye respecto al flujo en el moderador. 
Si la generación de potencia es proporcional al flujo neutrónico 
ambas tienen la misma ecuación. Para nuestro caso la generación 
de calor es de la forma Q»I. (.31 T) donde r es la posición 
radial en la barra combustible expresada en m . Se desea conocer 
la distribución de temperatura en el combustible y la temperatura" 
en el centro de la pastilla. 
Solución 
Comparando las ecuaciones de generación de calor uniforme 
y 4,4-6(5) para la región de combustible se tiene 
T.to-Ts, _2Q„ At <f LCaeS S&r) 
Para 
De la tabla 1-3(3) del Apéndice 1 las raices <.«¡- son 
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Sustituyendo valores en la ecuación anterior 
tó T^rt-Ts,"- MU» fe^+taU-ttí 
Si las temperaturas T^^Tj! 
T.Co") = ^ ° TiC°^ 
Sustituyendo el valor Tj.0í)= lt~li calculado en el ejemplo 
4,4-1 T,CcD= \is(,(?C) 
4,4-7. Cil¿ndKo i.nii.ni.to con gzne.KacX.6n di calón. SoIoC r^) 
i/ convicción 
Cumple la ecuación 
43
 + 1 41 -_QO70C\>T) 
¿rl r *T te. (1) 
Con las condiciones indicadas en la Fiq. 4,4-7 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
-iM«,o(íft= 1-^l.CWivT.ttiT^r
 ( 2) 
Con la inversión 
KT)
~ v? ¿ (fu1 ífc?) 3; «;<£) ( 3 ) 
donde i; son las raices de &«-To(t;£) = {;J,(ScO 
Integrando la expresión ui 
y sustituyendo en (3) 
- 369 -
Ef'empío 4.4-7 
En las barras combustibles del reactor nuclear de aaua a 
presión del ejemplo 4,4-1 el fluio neutr6nico en dirección radial 
dentro de la barra presenta una disminución por efecto de la absor 
ción de neutrones dependiendo de la eneróla de estos últimos y de 
la posición. Si la aeneración de potencia es oroDorcional al fluio 
neutrónico para nuestro caso la expresión de Q es de la forma 
Q,1C (i\ r) expresando r en m . 
Se desea conocer la distribución de temperaturas en el com 
bustible oara Q 0=É,A5.\O* ftCcal^^ 
Solución 
En el apartado a) del eiemnlo 4,4-1 los términos del huel-
oo. vaina y coeficiente de convección exterior pueden considerar-
se constantes y equivalentes a un coeficiente total referido al ra 
dio de la pastilla de combustible 
0 , 0 1 8 + 0 . 0 1 0 4 + 0 , 0 0 8 = - — W - 2 ' ° T - 2 S 4 ^ ( ^ C Í 1 / v 
VE. O,O0|fe.o,«\°\ ^ W** *•> 
apl icando l a e c . 4 , 4 - 7 ( 4 ) 
00 
- 6flS.V0«.l.>0^U, 1,(0,^0 + 11^1.(0,06.^ \ { ) 
Por la tabla 1-3(4) del Apéndice I y para O-rC = 883 .o,4o«*.\o*7= 3.41 
se tienen las raices 
<R=\,*fe ÍLC= 4.S4 C.C^.AT ^R- 10,5o Ss«=«£6 




° k«»+««*Í ^ ^(slSy) v w ~ •*>« 
Teniendo en cuenta que la temperatura de referencia vale 303 £0 
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4,4-8. C¿t¿ndno JLn{i.nJUto con ge.nznacA.6n de. catón. Q-Qt,ieQor) Ü ¿u 
peni¿ciz a tempenatuna dada 
Cumple la ecuación 
^ H f t - t ^ (i) 
con la condición 
Y-o P-=T (2) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
con la inversión oo 
(4) 
donde ¿^ son las raices de X>Ct^ = ° y sustituyendo en 
(4) 
4,4-9. Zi.ti.ndno infinito con generación de catón. Q=Qx>^Qpr) y 
Convección. 
Cumple la ecuación 
<LY* T Í T fe (1) 
con la condición, Fig. 4,4-9 
. A ár + W.T*o r « u - «*=-r 
*r b *
 (2) 
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con la inversión 
T<-T>= « i t L o j v t * ! iftíift
 (4) 
donde í; son las raices de A,3.(í;t)- {¡.'J.ltií) y sustituyen 
do el valor de t^ pCíC) 
Utvñ 
,M. g K ^ - k 3 , m i - ^ ^ ¡ f l 
(5) 
4 , 5 - 1 . C¿.¿¿ndio i¿n<¿to COK gencAactín de ca£o* um¿to\mt 
Cumple la ecuación 
£T + i ?I + 2 3 - - <3„ 
7)TÍ T -ftr a z i " ^ ( 1 ) 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4,5-1 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel de 
grado cero 
- i? ÍH¿<¿> + ^g--ett^=-^ (* UítrJAy { 2) 
con la inversión 
^ son las raices de 3»(&tf)xO y 
La ecuación (2) toma la forma 
375 -
Aplicando a l a e c . ( 4 ) l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e 
^«..tkrt -- (A + ^ ) «*Ufc* + 1 «~uw>- &
 (5) 
En 




 T Í * 0 < ; «sWfctó 
y f i n a l m e n t e 
WV¡>- ^|_
 t o s U í . l í 'J (6) 
y s u s t i t u y e n d o en l a e c . ( 3 ) 
1 = 1 
(7 ) 
4,5-2. Cilindro finito con QinzA.ac.i6n de. catón. an¿(¡oxmt y convex 
c¿6n. 
Cumple la ecuación 
ata T-ír ai»"" b (1) 
Con l a s c o n d i c i o n e s que s e i n d i c a n en l a f i g u r a 4 , 5 - 2 , a p l i c a n -
do a l a e c . ( 1 ) l a t r a n s f o r m a d a f i n i t a de Hankel 
- íi \<k<,A + í2kS±¿l - - f \ r UCtO Ar .-% I 3.(C;*) . i . , , , 
di7 b fe v; » " 
con l a i nve r s i f i n 
(3) 
<s¿ son las raices de CUr?•((;£)= Í;3,(.<LC.^  . Resolviendo la 
ec.(2) por transformación de Laplace 
W « i A = IA4 |,) -»sWlfet5 * \ "-Uto- |t {4) 
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Por las condiciones de contorno 
En 7 - 0 ft=a2A 
(5) 
(6) 
S u s t i t u y e n d o en (3) l o s v a l o r e s de (5) y (2) 
T(rift.JQ.0r^_3kl$iá l l - " f ^ w t J 
Ejemplo 4 ,5 -2 
Un cilindro de 30 cm de diámetro y 1,5 m de altura 
contiene materiales radiactivos embebidos en una masa vitrea 
que ocupa todo el volumen del cilindro. La generación de calor 
puede considerarse uniforme con valores de [o(*J/A
 a ios tres me-
ses y A Mi) a los cinco años. Si las propiedades del material 
son ?: IZoo f^c/rrA) y W = O,so ^ tai/u wv. °c) y el coeficiente 
de convección radiación al exterior es de 25 (Wcay Voc'í *t) se 
desea conocer la distribución de temperaturas a los tiempos in-
dicados. 
Solución 
Admitiendo régimen estacionario la generación por unidad 
de tiempo y de volumen. 
Para el tiempo de tres meses 
y para el recipiente (\~ %(,oo. ttt>H/4 = 311 Vc^/W 
A los tres años (2= %ío (^¡/Cw?)
 ) <^  = Q»,» (*&*v/w} 
Aplicando la ec.4,5-2(6) 
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aT = al=: is/0)S = so O-,G= so. Oi\sr i,s 
Por l a t a b l a 1-3(4) Apéndice I l a s r a i c e s L s on 
<,B^2,\o ^BrA.SJ í,R-=l,%o ^C= lOnq írSr\»,8i 
y sustituyendo valores 
-rf,,. ., ,. y 3.(fcf) [. 90 GosUtCVlVfl^ "\ 
En el centro Í(4ÍY')* 3«(&o}"l Z-VT GotW(fco} = i 
^(o, ops)~ \4fcfcc} + to». (temperatura ambiente) 
La temperatura en el centro de la superficie lateral 
T(o,i5, o n ^ ~ ii.s+Vo. 
En las superficies superior e inferior 
T Co, \,S) • TCenri) = \ofe-» U 
TCo.is.o.nsVie.^-vW 
A los tres años las temperaturas son los valores anteriores divi^ 
didos por 10 . 
4,5-3. CíLÁ-náKo i¿n¿to con gttie.ia.C4.6n de. calón 
Cumple la ecuación 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 4,5-3 
Aplicando a la ec.(l) la transformada de Bankel 
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- tf Wt i r t * *LÍ«*ííta9= 1-9» t ^ t ) f c . « í f„.ott;ri (2) di* Jo fe fe 
con la inversión 
i-* 
í, son las raices de J»t$i€^ se 
Aplicando a la ec.(2) la transformación de Laplace y su 
inversión 
donde 
Por las condiciones de contorno 




4,5-4. C¿l¿ndio ii.tii.to con gen elación de calo*. Q-*Cu[\\p\) y 
convección 
Cumple la ecuación 
a*x 
(1) 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4,5-4. Aplicando 
a (1) la transformación de Rankel 
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con la inversión 
T(rflt a y . e yfca— T w itA . 3, 
t; son l a s r a í ce s de 0*l,(<it!)=íiMkt9 
Resolviendo la ec . (2) por transformadas de Laplace 
y por l as condiciones de contorno 
te. 
Sustituyendo í0 y (5) en (3) 
4 ,5 -5 . Ct£.¿n<i*o í-inlto con genetac-ión de caío^i Q=Q. 4xbl-l>T**xi} 
Cumple la ecuacifin 
(1) 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 4,5-5. Aplicando 
a la ec.(1) la transformada finita de Hankel 
•V U o l M + ^ 2 ^
 = -&(lX^-0)ty^.V,Y>rI.(<;T-)jT= [ni^i-CT) 
AV 
Si la transformada de Laplace de la funcifin v a l e 
( 2 ) 




Aplicando a la ec.(2) la transformad* de Laplace 
U ^ = Ai_ +-&— + Ja f S-c Su—N 
ff-f «•*•<? tT-^ U M J v«j 
y por la invers ion de ÍCs) 
L ( ^ ^ = (A+ £?^ «sUítí)^ Í ( B - ^^-vAJta.y fe txkC-c*) 
donde S1^ ÍL _ C 
Por las condiciones de contorno 
En 7 = o iH.eCt;,<5)-o A=o 
En T--\n. Vt ° 
y , 
ÍH,O^?)=
 6 4 a«U¿WJ " t wsWCÍtWí r ' 
Sustituyendo en la inversión de í ^ C v ^ 
donde i: son las raices de 3.(.4;8¿)=o 
(5 ) 
4 , 5 - 6 . Clllndio {¡¿n¿to con gtne.ia.cl6n de calo*. Q=o<,e^ttv= 
convección 
Cumple l a ecuac ión 
3*T 
^•V^+TE.-t^íw*^ 
*íT *• • • ' / 1 \ 
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con las condiciones indicadas en la Fig. 4,5-6. 
Aplicando a la ec.(1) la transformadas finitas de Hankel 
de grado cero y teniendo en cuenta la transformación del segundo 
miembro dada en el apartado 4,5-5 
con la inversión 
donde í. son las raices de ar"S.(C¿tf)= &3.&S) 
Aplicando a la ec.(2) la transformación de Laplace y su 
inversiOn 
?H.CtA. (* • £ ) toSW(«^ A 1 O Ci) U^l^lV fe u ^ i ) ( 4 ) 
Por las condiciones de contorno 
En 1'° osO-ifc + H t . 
En Z-l, g»o 
y 
"'°''"
s xl íiU^WÍtv^-vatu^UtWi i (5) 
Sustituyendo Tu.o^') en (3) 
;
 Eu ^ ' ¿.U*-c*yp}*0)Ufc«U ? 
t^Jk.lUi'í+aT LOSWC{,U") 1 (6) 
4 . 5 - 7 . C¿l¿nd\o l¿níto con gcne^iac-iín di txaioi Q*C M ^ ^ ^ N 
Cumple l a ecuación 
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con las condiciones que se indican en la figura 4,5-7. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel de 
grado cero 
- ÍÍ E^Ct^ V JjL^JaS-.Q» !ta(gj^Oft%lWtír 
aplicando la transformación de Laplace se tiene 
-> \ \ _§ . 11 _ i Lia) I 
Resolviendo la ec.(2) por transformación de Laplace 
tW - Mr + •% 4 r° C 
y por la inversión de +CS) 
Por las condiciones de contorno 
En --0 f«.0(é;,T^  = 0 * = o 




4 .5 -8 . Clllndio {¡¿níto con generación <J*Q.3.0^Os*---'^^ y 
convección 
Cumple la ecuación 
•OT* t " T>T.J t V 5 ) \ w ) ( ! ) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 4,5-8. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel y de 
acuerdo con el apartado 4,5-7 
-\0^A * £LaÜií)r Q° LLíaM^g) n«./ta\ (2) 
1
 A^ fe (ty-t? ^ u ' 
con la inversión 
(3) 
donde & son las raices de O,30C<;eV £;"5.(fctt) 
Resolviendo la ec.(2) por transformadas de Laplace 
f „<0 (b,i) = A uiiUtJ) +(*> 4 Jl£-J\ 1 Í^V«^- Í 2 — W<c^> (4) 
donde C-= -r 
Por las condiciones de contorno 
En l*o * = ^ A 
En í»l, f2--° 
y 
4 <k a^Uící)-i ^ t«)l (s) 
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V sustituyendo en (3) 
4,5-9. C¿tindío &inito con qintuición de. catoi Q- Q.lo(V) tos(il] 
Cumple la ecuación 
i<1 r ^ Y "BT1 fe. \1U) (1) 
Con las condiciones indicadas en la figura 4,5-9. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel 
•JO 
donde 
r . o. ¿;-s,(frg>T.(«nfr c= 2. 
con la inversión 
V — » 
(_ son las raices de 3»(uS)=o 
t »4_ 3?t«tO (3) 
Aplicando a la ec.92) la transformación de Laplace 
y por la inversión de feo 
V i?-ve1/ (; s¿+ c 
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En 2 = o A = o 
En 1= -z. 
y s u s t i t u y e n d o en l a e c . ( 3 ) 
4 , 6 - 1 . Tubo Infinito con gene-tacifin de ca fo* u.n¿£o*me. 
Cumple l a ecuacifin 
4£r
 + 1 4j __ o„ 
AT* r ^ - •£ ( ! ) 
con la solución general 
a) Si en Y = C„ 4p = o y en r=C< , TrTe F i9- 4.6-1 
"" 4fe X T ; (3) 
La temperatura máxima se tiene en =^Eo y 
4t*-"* TKo »-"*-"WJ'J (4) 
Si en T: Ue e x i s t e convección en un f lu ido a temperatura , t t 








La temperatura máxima se tiene en r«M« 
Si en r= Ro existe convección en un fluido a temperatura ,to 
y con coeficiente,Wo 
(8) 
c) Si las superficies correspondientes a los radios ce y B« 
están refrigeradas Fig. (4,6-3), la temperatura máxima se produce 




Las cantidades de calor *^» y % son distintas y 
1
 ° -nL l 4feCsJ-s.a) 2^»e- 1
 (12) 
De (11) y (12) conjuntamente con ^ 4 + ^  = TTIQ.CB»1 -uí) 
se obtiene el valor de Re para valores dados de,t«(to , ne y Ko 
, asi como la temperatura máxima Ti conocido el valor de E.; 
- 390 -
En e l c a s o p a r t i c u l a r de U=to y We2«. = W>So; Tt=T„ 
y de l a s e c . ( 9 ) ( 1 0 ) 
(13) 
Ejemplo 4,6-1 
Un reactor químico de lecho fijo presenta los siguientes 
aspectos térmicos: 
1. La reacción es exotérmica y tiene lugar en el volumen compren 
dido entre dos tubos concéntricos de 50 y 18 mm de diáme-
tro exterior y 1 mm de espesor en ambos tubos. 
2. La conductividad térmica del lecho entre los tubos citados es 
de l (jCcoVv\v»»t) y Ia del material de los tubos es de 
s° H u t ) 
3. Para mantener un gradiente de temperatura bajo dentro del lecho 
se refrigera el reactor por el interior del tubo concéntrico de 
menor diámetro y por el exterior del tubo de mayor diámetro. 
4. La temperatura máxima del reactor no debe pasar de 350CC y 
en éste estudio se supone generaciCn de calor uniforme tanto 
axial como radial. 
Se desea conocer 
a) Cantidad de calor que puede eliminarse manteniendo la tempera-
tura en la superficie del lado del catalizador del tubo inte-
rior a 250CC. 
b) Flujo térmico en las superficies de los tubos. 
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c) Temperatura en el refrigerante si el coeficiente de transmisión 
de calor tubo-refrigerante vale sooo r ^ / ^ «s.") para el tubo 
interior y I %T= QCÜJ./I>^»»IA para el tubo exterior. 
d) Perfil de temperatura en la región de catalizador comprendida 
entre los dos tubos concéntricos. 
Solución 
a) La temperatura en las superficies internas de los tubos es la 
misma y la resistencia térmica a través de las paredes de los 
tubos es despreciable frente a la resistencia tubo-refrigeran-
te y V0 = te. 
La relación 
w 
- = = 0,0 22. (W W\*t\ 
0,172 
VcRo Sooo.^ 'g.Vo" 
y por lo tanto se cumple la ec.4,6-1(13). 
La temperatura máxima li=-S0'c se alcanza en el radio (L\ 
r - ("J,4'1-o,a'lXi I 0-A 
Si 
y 
La densidad de calor Q= ^/.nCtó-C? - 2l"- '^ (^'A^ d e lecho-
- 392 -
b)
 toa? VM«OL = ^ . o . ^ . ^ = *n4-*°A H U ) p a r a e l i n t e r i o r 
(«U\_ V
 = a^v4 - \ , 4 o . \ o 4 ^ / w ? ) P a r a e l exterior 
v '«. /aitC<L t.a*.a,M.w* v A ' 
c )
 Í 
d) El perfil de temperaturas es de la forma T-= ¥CT) 
T -a^-^gg \ ^ -v1^7 h£¥ñ 46^51 para fc.«r * b 
T 3 A , - 2í>oo \ _ 2 ¿ — , , 1—-i- * Q.03.S para *.4_r4LVi 
l a t e m p e r a t u r a máxima Te = 3>So (?C) en C"= Ec — ».58(cm.) con 
Si el radio medio entre los tubos concéntricos vale ViCS^W) 
el perfil de temperaturas no es simétrico hallándose el máximo 
desplazado hacia la zona del tubo interior. 
4,6-2. Tubo ¿ni¿n¿to con ge.miacA.6n de calón. Q=Qo(i+£"rt 
Cumple la ecuaciCn 
a) Para las condiciones indicadas en la Fig. 4,6-2(a). 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel en 
la forma desarrollada en el apartado 3,3-5,3 
fe I B , fe (2) 
donde 
Ce ( ÍIV) = J.CÍÍT) V.' «; W> - ^  (4. ^  y , ^ 
y si 3¿(<;e¿) =-3,tí¿fi¿J , V.,CíiO0--V,Cí:«¿) 
- 393 -
donde $¿ son las raices de la ecuación 3,3-5.3(6) con la inver-
sión 3,3-5,3(8), y 
L
*" S;M«. ^ «•»• Jü„ (1) 
= S? 3,1 i 
y finalmente 
(5) 
b) y c) Por tratamiento análogo al caso 4,6-2 (a) se obtienen las 
soluciones indicadas en las Fig. 4,6-2 (b) y 4,6-2(c.). 
4,7-1. Tubo i¿n¿to con ge.ne.Kac4.6n de calo*. un¿¿04.ine 
Cumple la ecuación 
-STl T ÍT -ST^  "£ (1) 
a) Condiciones indicadas en la Fig. 4,7-1(a) 
Procediendo como en el apartado 3,3-5,3 aplicando la 
transformada finita de Hankel a la ec.(1) 
C(íif) = T.U:Y) Y.'(í;tí) -3¿ (ÍC&LV Y.CÍIT-) 
R
 leo * ;l R C Je» (3) 
de acuerdo con la ec. 3,5-5,1(11) 
Resolviendo la ec.(2) en forma análoga al apartado 4,5-2 
- 394 -
UoC^sd^H^r^-'l (4) 
Por la inversión 3,3-5,3(8) se obtiene la ecuación que se indica 
en la Fig.4,7-1. 
b) Para las condiciones de la Fig. 4,7-1(b) 
La solución se obtiene análogamente al caso a) 
c) Para las condiciones de la Fig. 4,7-l(c). La solución es la co 
rrespondiente a la del apartado 3,3-5,3(b), para cilindro finito 
de altura ^-z y la introducción del factor So/fe tal como se 
indica en la Fig. 4,7-l(c). 
Ejemplo 4,7-7 
En el reactor químico considerado en el ejemplo 4,6-1, la 
altura de los tubos es de Oñ (•vw) Calcular los apartados que se in 
dican en el citado ejemplo. 
Solución: 
d) El perfil de temperaturas en función del radio y altura 
viene dado por la ecuación de la Fig. 4,7-l(c) referido a la super 
ficie en fsB^ . L Q S valores de las funciones de Bessel y sus 
relaciones se dan en el Apéndice 1-1 y las raices de £¿ en la ta 
bla 1-3(7) . 
4,7-2. Tubo d-inito con qe.ne.iaci.6n de ca¿oi Q- Q.C>*fi"f 
Cumple la ecuación 
STI y T>T DI» fev (1) 
a) Para las condiciones indicadas en la Fig. 4,7-2(a), aplicando 
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<Hu.° í^ . £?_<£ ¿) U.t í í ,^ =ío ( 3 ) 
Resolviendo (2) con las condiciones de contorno 
U o W l - — \_
 tosWC6^ 'J (4) 
y por la inversión dada en 3,3-5,3(8) se obtiene la ecuación de 
la Fig. 4,7-1 (a) multiplicada por ti donde 6^ = Í;1-Qg(!> 
b) Para las condiciones de la Fig. 4,7-2 (b) en forma análoga al 
caso anterior se obtiene la ecuación de la Fiq. 4,7-1 (b) muí 
tiDlicada Dor "A 1 teniendo en cuenta que 6 interviene en 
la ec.(4). 
c) Para las condiciones de la Fio. 4.7-2 (c) se obtiene la ecua-
ción aue se indica en la Fio. 4.7-l(c) multir>licada Dor £?/«* 
El tratamiento anterior Duede hacerse nara distintas con 
dicion^s del cilindro aDovándose en los resultados dados en el 
aoartado 3.3-5.1. 
4,8.1. Ei^tia con gzne.Kaci.6n de. caloi un-t^cime 
La ecuación general de distribución de temperaturas en 
coordenadas esféricas es, fig. 4,8-1 
si 2T = o y ^ l r o Ia ecuación (1) se transforma en 
Y A-c V Tr)~ \ 
La solución general de (2) es 
Ts-¿ & +C.T+C! (3) 
fe fe 
- 400 -
4? ^  o r = 0 c,=0 ir 
y finalmente 
T-Ti.fkCM (4) 
Para toda la esfera 
V*= -A 
STlW (5) 
Si la esfera transmite calor a un fluido con coeficiente h 
T0-t= 3: VTERT* tpw) ,0 l = -_, ! _r_,___, (6) 4n 
Si la esfera se encuentra rodeada por una capa de material de 
conductividad térmica (^  y radio exterior R, 
donde ATo es la caída de temperaturas en la superficie de 
contacto entre las dos esferas concéntricas. 
íjimplo 4,S-1 
Una esfera de 5 cm de radio genera &.».10S (^ "Vv.**?) 
Las propiedades térmicas y mecánicas del material son 
E (módulo elástico) a.. \o6 fa,/c*i) (coeficiente de dilata-
ción lineal) A- 1. lo"6 v/»¿) Pímódulo de Poisson) = 0|34 
Calcular: 
1) Distribución de temperaturas si la superficie exterior se maii 
tiene a 25°C . 
- 401 -
2) Tensiones elásticas tangenciales en la superficie 
3) Tensiones elásticas radiales 
Solucifin 
Aplicando la ec.4,8-l(4) 
T-2.S- g.6.U>s(SMcr*-r*) 
60 
En el centro x=o 
2),3) Las ecuaciones 2,3(1) y 2,3(5) del apartado 2,3 en coordena 
das polares toman la forma 
con la condición 
y si 6 Y T=o T--5. >/ u.~o f=o 
Jo JO 
y si la distribución de temperaturas está dado por la ec.4,8-l(4) 
- 402 -
asi . £TT es máxima en *~o 
Sustituyendo valores 
\5.\0. (\-0,2,4} 
4,8-2. E¿¿£4.a con genetacto'n de. calón C? = Q0(.^P"^ 
La ecuación general de distribución de temperaturas en 
coordenadas esféricas es 
1 & l^Z-x\
 x _ \ 
Y3- "ir 
si 23- 0 SEL-so 
La e c . ( 2 ) puede e s c r i b i r s e 
dlr"1^ J \ fe1 (3) 
Aplicando a (3) la transformada finita del seno de Fourier defi-
nida por 
í* 
L | tfif TV1 = f | l í ) • l * ^  ^{tr) Jbr $=X^ 
resulta para las condiciones de la Fig. 4,8-2 
con la inversión 
(4) 
(5) 
P o r ( 4 )




4,8-3. E¿¿eia con gzne.ia.C4.6n de calón. Q^Q.CH&T) ccn convección 
Cumple la ecuación 
con las condiciones que se indican en la Fig. 4,8-3 
Aplicando a la ecuación (1) la transformada finita del se 
no de Fourier se tiene, Apéndice 1-1,2 
•^  J o 
Para que l o s d o s p r imeros t é r m i n o s d e l p r i m e r miembro sean i g u a l 
a c e r o debe c u m p l i r s e 
{%)« **»•$& + 1 * i**v«:«) + tiBTB CoiUiftV 
y s i 
IdV) =- a r"T« > t a - r R + ^ " ^ s«^@;«> + 4; «T0 icsCíitfi = 
y ÍLR. cA^C^R} = 0.TP_-\ CUR-l puede s e n e g a t i v o (3) 
Las r a i c e s de V E se i n d i c a n en l a t a b l a 1 - 3 ( 6 ) . S i 
( \ Wtf iV} = ^ W«- t f ) (4) 
Jo S l 
poniendo l a e c . ( 3 ) 
La inversión de TF(£-^  es 
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T U V i \ ¿ e ^ g - ^ ^ ^ f|ac) (5) 
que es análoga a la ec .4 ,2-2(3) para rec tángu los , sus t i tuyendo 
la función coseno por seno y a^ - por dTR-\ 
Resolviendo la ec . (2) 
y sust i tuyendo la ec.(6) en (5) 
fe {LlPtf+a,ttCOr*-i)¡] t>( t f -^ f t .T l " 
4,8-4 . Eó^íia con gene.ia.c¿6n de cato*. Q< Qg l A ^ r ) 
Cumple la ecuación 
Al* r Ar fe r (1) 
6 
con las condiciones indicadas en la Fig. 4,8-4. 
Aplicando a (1) la transformada finita del seno de Fourier 
e 
(2) 
¿_ Tl*n donde i - — con la inversión 
Oc 





donde ^i n (>>«•?) 
a 
4 , 8 - 5 . E¿¿e.Jia con gzmKac¿6n de catón Q^QoflybC-W) ^ convecc ión 
Cumple l a ecuación 
i i ' r t i " ^ r v 
g ^ ^ V - ^ ^ t ^ (i) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 4,8-5. 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fou-
rier 
| 4 T « ^ M » S ( W Í T ( 2 ) 
con l a inversi f in según apartado 4 , 8 - 3 
s i endo £; l a s r a i c e s de U <;. tta(y:C^ +£a T - \ = ° 
Job- t i VMfc1 l\ t n e j 
V V?*tf)l tH^ l (4) 
y f ina lmente 
xAWM zV, N U V - ^ , 1 (5) 
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4,8-6. E¿ie.ia con Qzmn.ac.l6n de. culón O^^^-teQ y convicción 
Cumple la ecuación 
6 
Ü ( T T ( T " ) V - 9 5 í.í«vtírt (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 4,8-6. 
Aplicando a la ec.(l) la transformada finita del coseno 
de Fourier 
\0t (2) 
con la inversión y raices dadas en el apartado 4,8-5 y 
**««•>- ^ fe tef-^tcA > ( 3 ) 
y 
4 , 8 - 7 . Eá^eA.a con gencAac^fin de c u í o i 5? üt/wAv (Vr) ^ conve.cc¿6n 
Cumple l a e c u a c i ó n 
A'*1 T dK fe T 
ó 
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Oy con l a  inversion d e l  apartado 4,8-5, Fig. 4,8-7, 
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CAPITULO 5 
TRANSMISIÓN DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN RÉGIMEN TRANSITORIO 
IWTROPUCCI0N 
Todos los procesos térmicos se realizan en un tiempo fini-
to y por lo tanto aparecen los problemas de calentamiento o en-
friamiento iniciales y finales. Por otra parte, el régimen esta-
cionario puede mantenerse dentro de un margen de temperaturas que 
producen oscilaciones térmicas en el sistema/ que se corrigen/ 
por el control de las variables que Intervienen en el fenómeno, 
tales como caudales o presiones. Finalmente, los materiales cam-
bian sus propiedades por efecto de la temperatura dando origen a 
tensiones y deformaciones/ que son mas acusadas, cuando se trate 
de feríemenos transitorios. En cualquier caso, los problemas que 
se plantean son los mismos que los correspondientes a régimen e£ 
tacionario;distribución de los focos térmicos/ campos de tempera_ 
tura y comportamiento de los materiales. 
Los casos simples de régimen transitorio corresponden a B£ 
tuaciones donde no se presentan focos térmicos con generación de 
calor sino que una masa de gas, liquido o solido a una determina-
da temperatura caliente o enfría un cuerpo sólido. Este tipo de 
problemas se presentan en muchos procesos térmicos, tal como suce_ 
de en los intercambiadores de calor en general, conocidos con el 
nombre de recuperadores y regeneradores de calor. Para tener una 
mayor precisión en las denominaciones de equipos, es preferible 
utilizar el nombre genérico de intercambiadores, con especifica-
ción posterior de, directos o indirectos, y añadiendo los estados 
de agregación. Un recuperador queda mejor definido cuando se deno 
mina como un intercambiador de contacto directo gas-sólido. Ambas 
denominaciones se aplican en éste libro. 
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Cuando en los aspectos térmicos aparecen focos térmicos 
generando calor dentro de los materiales los problemas son más 
complicados y se tratan en el capitulo 6. Los casos de régimen pe 
ri6dico se estudian en el capitulo 7 a los que se pueden superpo-
ner los tratamientos del capitulo 6, cuando además, intervienen 
focos térmicos con generación de calor. 
La ecuación general de distribución de temperaturas en r£ 
gimen transitorio es como se indica en el capítulo 2, 
<***)* *<vft a) 
donde 9 es la densidad y Co el calor especifico a presión cons_ 
tante. Si fe es constante se escribe 
S*'***. C2) 
donde d. se conoce como difusividad térmica y se expresa en 
o en unidades equivalentes. En las tablas de materiales del Apénd£ 
ce II se dan valores de d o valores de fe, Cp y S para calcu-
larlo. 
Generalmente oL es menos sensible a variaciones de T 
que k , simplificándose la solución de la ec. (2) . En situaciones 
más complicadas, hav eme tratar de Iinealizar la ec.(2), aún en 
el caso de materiales compuestos. 
La solución de la ec.(2), complica el tratamiento por la 
aparición del tiempo como una nueva variable. Pueden aplicarse 
distintos métodos pero de entre todos ellos se considera que la 
combinación de las transformadas de Fourier con las transformadas 
de Laplace son herramientas muy poderosas que mu.ta.iiM mu.ta.ndi. dan 
solución a muchos problemas asi como soluciones razonables en si-
tuaciones complejas. El lector no encontrará dificultades porque 
estos métodos se vienen utilizando desde el capitulo 3. 
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5.1.1. S6¿¿do¿ calentada o en^ A-tadcA con ie.¿¿¿tcncía tíimlca ¿u-
píKÍ¿<U.al e.ontiotante.. 
Cuando la resistencia térmica de un cuerpo sólido es peque-
ña frente a la resistencia térmica de la convección, ésta controla 
la transmisión de calor en réqimen no estacionario. Sea un sólido 
con temperatura inicial To conductividad térmica ^: elevada, vo 
lumen V v densidad g rodeado de un fluido aue extrae calor con 
un coeficiente de transmisión de calor h v temperatura constante 
t . La cantidad de calor que pierde el sólido pasa al fluido, v 
un balance de enerqía térmica permite escribir 
e^C^v/g «íj^WT.-Y) (1) 
Resolviendo la ecuación anterior, v si para 1 -° T="^ ° resulta 
La cantidad perdida por el sólido al tiempo t vale 
La ecuación (2) puede escribirse en función de los números adimen 
sionales 
M = VLL número de Nusselt 
V 
- ¿t número de Fourier 
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donde L es una lonqitud característica del sólido, semiespesor 
para una placa plana, radio para cilindro y esfera. Para calenta-
miento de un sólido "t>TB 
EUmpto 5.7-1 
Una esfera de aluminio de 6 era de diámetro se calienta en 
un horno a 200°C y con un dispositivo adecuado se introduce ráp^ L 
damente en un conducto por donde circula aire a 50CC . La medida 
de temperaturas en la esfera alcanza, 182°C un minuto después de 
colocar la esfera en el conducto , 129,5°C a los 5 minutos, y 
92,5°C a los 10 minutos se desea conocer; 
a) coeficiente de transmisión de calor esfera-aire. 
b) Flujo térmico en la superficie de la esfera a los tiempos 
de 1,5 y 10 minutos. 
c) Calor perdido a los tiempos anteriores 
d) Repetir el caso c) para una esfera de acero del mismo diS 
metro y estado de la superficie que la esfera de aluminio 
considerada anteriormente 
Solución: 
a) Por la ecuación 5,1-1C2) y con l a s propiedades de l aluminio a 
200°C que pueden admit i rse constantes en e l i n t e r v a l o 200-50°C 
Para t - y¿ 0 (hora) 
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Para t= 5 /co (hora) 
Para X - V<¿ W 
CMS v 
Se toma como v a l o r medio SO,A\ytayW%£*0 
b) Di ferenc iando l a e c . 5 . 1 - 1 ( 2 ) r e s p e c t o a l t iempo 
y 
Para i = x]Co [S) 
Para 1 - 5 / C o ^ 
Para y i V¿ (W) V i * l w * ^ M 
c) 
W o ' V i o ' < 3 o 
d) Para acero í= "ifcoó (**/¿) ^ - * w P^Vttyi) 
Qc • i ,8 .o,vi y T 
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!,««*. 0,24í 
§' = 0,0* (x = 1/ío <V$) ft* 0,3? Ct« V«tó) a
 = 0.624 ( t= fefc 
Como puede observarse, los resultados obtenidos son un caso 
limite, por admitirse que la resistencia térmica del cuerpo sClidc 
es mucho menor que la resistencia térmica de la superficie al fluí 
do, lo cual es tanto más exacto, cuanto menor es el coeficiente de 
transmisión de calor h y mayor la conductividad térmica del síli_ 
do. Para cuerpos metálicos con gases, la aproximación anterior es 
válida en muchas aplicaciones prácticas relacionadas con el almace 
namiento de energía térmica. 
5.1-2. S6LLdo ¿tm.í¿n¿¿n¿Xo 
Cumple la ecuación 
•&>'" d Te (1) 
con l a s c o n d i c i o n e s , F i g . 5 ,1 -2 
T* TOO D < X ¿ O O t - í o 
121 
T= O X=o t 7 0 
Apl icando a l a e c . ( 1 ) l a t r a n s f o r m a d a d e l seno d e F o u r i e r , Apéndi^ 
c e 1-2 
Reso lv i endo l a e c . ( 3 ) 
en t = o TVTCx) t | fe ¡N^j |T00«fc4W>á«
 ( 4 ) 
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y por la inversión de 
Teniendo en cuenta que 
SI" 
con cambie de nomenclatura 
Haciendo e l cambio ^ g - = a y d>j »*&«**• , £1 TGO-Ti 
(6) 
La integral de la ec. (7) se conoce como funci6n de error y se de 
signa como ?«r(—^7=^ Apéndice 1-6; y 
TO^T. & r ^ s T.[i- W(^¡1 (8) 
donde íe.rc.1—^==\ se denomina función de error complementaria 
es decir 
Derivando la ec.(8) con respecto a X se tiene 
* *(?/**&) * " W
 (10) 
que puede escribirse en forma adimensional 
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Para hallar el gradiente máximo rr^jjí se deriva la ec. 
(10) e igualando a cero se tiene la distancia 
G ^ W a » » 1 ^ (12) 
Análogamente derivando lñ ec.(8) respecto al tiempo se obtiene la 
velocidad de calentamiento 
La ec.(13) puede escribirse en forma adimensional 
Te *t INÍSTÉ I <14) 
y el valor f=\ tiene lugar cuando ^~°-»-="T¿ 
(15) 
Las ecuaciones anteriores indican: 
a) El gradiente térmico es proporcional a la raiz cuadrada del 
tiempo. 
b) El tiempo para alcanzar una determinada temperatura es propor 
cional al cuadrado de la distancia a la superficie e inversa-
mente proporcional a la difusividad térmica. 
Las consideraciones anteriores no se aplican cuando el parámetro 
que interviene es distinto a *AV3í 
Ijtmpto 5,1-2 
Un gran bloque de acero con superficieplana se encuentra a 
20CC. Por efecto de un incendio la temperatura en la superficie 
del bloque alcanza 500°C prácticamente en forma instantánea y 
se mantiene durante 30 minutos. Se desea conocer: 
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a) Temperaturas en puntos situados a 5 y 50 en de la superfi-
cie para tiempos de 1 y 30 minutos. 
b) Flujos térmicos para los tiempos y planos paralelos a la super 
ficie correspondientes a los puntos de a) . 
c) Gradientes térmicos para tiempos y puntos de a) . 
d) Flujos y gradientes térmicos máximos. 
e) Velocidad de calentamiento máxima. 
Solución: 
a) La ec . 5,1-2(8) para temperatura i n i c i a l d i s t i n t a de cero y ca 
1 en tardo e l cuerpo va le 
t § ~ ^ - - ^ Í m ) > "*"« a e í t r ^ n O 
se dan en el Apéndice I, Tabla 1-6. 
Para acero fe- *« ^Á,r^) , 2=1*00 f ^ ^ °'" (**/k^ 
cU-£ = 0,037 (^ , 
§Cc \ Vv / y dando valores se tiene 
T (0,S, Veo) = í o o - 4«o í t r ( Q|V A ^ oo t O 
V a. ^ 0,012/66 J 
T 0,0-5, WN = 5 0 0 - 4 fto («W f °»°S \ - 413, t (p¿\ 
' V l\Jooi6 ; 
T(o«*, X M = S o o - 4 % 0 f«T ^ J L = _ N , i s f O 
b) E l f l u j o t é r m i c o v i e n e dado por IVi " " ^ S ^ V - t 
y po r l a e c . 5 . 1 - 2 ( 1 1 ) 
fa\ _ fe (tOO-ld) . . J » ' / ^ 
2%. 4 80 0t05'.60 k) lib) = - Q' k 6 4, 0,032) = \I0 '* 'o' Fd/? m') 
9) ,, . aq,(- Oasz ) = ss6 10' (miid b * 0 5 ,  'Iz) = 2.0~032 
11 . 
C )  LOS gradientes t6rmicos son 10s valores de b) divididos por k 
N O  
= 4 \ (=&- 
d) Por la ec. (12) para X =  ' /LO el flujo termico mdximo tiene lu 
gar en 3 , ~  (~m) 
andlogamente para Z= 'h (h) X= 11 Wm) 
y para 10s gradientes termicos mdximos 
as. \0-4 - 4,46,1d5 (h) 3 0, \6 (5) e) Por la ec. (15) para 5 @uh) Z-,t = ---- 
CL. 2% 
Para 50 cm T,= 4,46,\0-~ cL.)= 16 (9 
,ObsErvese que si se tratase de otro material en las mismas condicPo 
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nes los valores para distancias y tiempos están dados por laá ec. 
(12) y (15). 
5,1-3. Sólido ie.m¿¿nf,¿nito con convicción 
Cumple la ecuación 
3*l~c*&T (1) 
con las condiciones, Fig. 5,1-3 
T = ~XOC) 0¿K<co t<o 
^ ^ a y T *=o tyo (2) 
Aplicando a la ec.(1) la transformada del coseno de Fourier 
- rfccta-tf (&«•* *L« i 4 ! ^ (3) 
y para que - Vft\§i)(inl^ 1 = 0 debe cumplirse la ecuación 
^ xi ^ v *l cuya solución es \Uj= , •
 1 ' 
y la ecuación (3) puede escribirse 
-*M<(^ i*&p (4) 
donde 
£ < ( * t ) , >J| H a * ^ l * >£}+ 4 GosfcxJnGO** 
con la inversión 
(5) 
Resolviendo la ec. (4) con T=T(x) en Z-o 
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y por la inversión (5) 
roo roo 
J0,)o a ¿ * í l r 
La integración de la ec.(6) con TC*^ = X> 
a) Si la temperatura del medio es lo Y la temperatura inicial 
del sólido T„ 
Tp-TCicxWTo-O. ecuación tO 
(8) 
b) Si el medio calienta al sólido ^.=_a''T Y 
*rC«.t)-k0«tr-ti(U« ^ = - ^ ( O Í ^ Q Í A I ) £írC^|_ycUc^t) ,(9) 
E/empco 5,1-3 
Una conducción de agua se encuentra enterrada en la tierra a 
una profundidad de 1,5 m . Cuando la temperatura del terreno es 
de 7°C las condiciones climáticas cambian y la temperatura del 
aire alcanza -25°C . Con un coeficiente de transmisión de calor 
aire-tierra de >0 0^/^^*¿) • Se desea conocer el tiempo 
cnie tardará la conducción en alcanzar 0°C . Suponiendo desprecia 
bles los efectos de congelación del suelo y para propiedades de 
éste ultimo de 
Solución 
- t.fe.tO' r* (^ /w) 
8°f 1500.0,4 














































































se pueden obtener gráficas de valores de T(*>'¿) para distintos 
tiempos o bien obtener directamente ^o-TC*^ - ot después de 
tanteos previos. Para valores de t crandes el sequndo término 
tiende a cero 
y para los valores anteriores 
a>St 
X = 4oo(ty = 16 días 
5,1-4. Pa\e.d plana ¿n{¡¿nXXa 
Cumple l a e c u a c i ó n 
2H _ l'ET 
W ATSl (1) 
con las condiciones que se indican en la Fig. 5,1-4. 
Aplicando a la ec. (1) la transformada finita del seno de 





 ¿-^r (2) 
con la inversión 
Resolviendo la ec.(2) con las condiciones anteriores 
(4) 
y finalmente sustituyendo (4) en (3) 
(5) 
- 427 -
a) Pa ra T(*)=T, en T=o 
p a r a m impar 
b) Para 1(.y}="T,* en "í^o 
TC* ,T^"%? ^ ^ ^ W ^ f r ^ Á ^ (7) TI *— Wv 
c) Para ~XÍ*')- Y, y* en Z^o 
Jo TI l «ti (***>%>* \ 
OO 
d) Pa ra Tt>0 - 1, ív^C-a*") -?=£, 
5 , 1 - 5 . Pa/ied p£ana -¿ní-tn-c-ta 
Cumple l a ecuac ión 
7JX1 «í W (1) 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 5,1-5. Aplicando a 
(1) la transformada finita del seno de Fourier 
ttvfciruVfííttfriT^ (2, 
- 428 
con la inversión 
TC<¿>=i? wvt(^ l!(4,x) (3) 
Resolviendo (2) por transformadas de Laplace 
y por la inversión de íC'S) 
y si en t = o la temperatura en la pared es "t(>0 
£ J. ? J (4) 
y finalmente 
5,1-6. Pan.íd plana ¿n{¡¿n¿ta con convección 
Cumple la ecuación 
T»^"«^ (1) 
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«0 | .H 
i-: i* 
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Aplicando a la ec . (1) la transformada f i n i t a del coseno de' 
Fourier 
.4* í ( ¿ t i - I <*Il£fc¿Q 
con la inversión 
T 0 , , 1
* * *¿ i U«f ian+«u ^ (3) 
donde í; son l a s raices de ti t^(,$cW) = Q* 
Resolviendo la ec.(2) c>cr transformadas de Laolace 
"*") -- -£¡3* ?KM>* * u ^ * tft) (4> 
v s i T=T, en T=o A= \ t , tos(.W} ** = £ ü~(fcX*) 
v finalmente s i <?*•? = <i [} ^ V ^ M " ! 
Ejzmp¿o 5,1-6 la) 
Las paredes de un recuperador de calor están formadas por 
ladrillos de sílice de 40(»f)de espesor. Una de las caras se en-
cuentra aislada mientras que la otra se calienta por gases que 
están a 900°C con un coeficiente de transmisión de calor de 
100 \^<-<¿/V»i*¿) . Si la temperatura inicial de la pared es 
de 700°C se desea conocer 
a) Temperaturas en un plano situado a 20 cm de la superficie 
caliente para 1 hora y 10 horas. 
b) Flujos térmicos en el plano de a) 



















































































































d) Plantear la solución para el caso de que la pared se caliente 
por las dos caras con los coeficientes de transmisión de calor 
de 100 y 50 ( ¡ ^ ^ 
Solución: 
Datos de los l a d r i l l o s de s í l i c e 
V 0,24 ( j W v ^ , W«l H A w n t ) , S= ^ O o l j H ^ y . u j j r 0.002* H C ) 
a) Aplicando la ec .5 ,1-6(5) se t i ene l a s raices 4i (Tabla 1-3(5) , 
Apéndice I 
t ¿U t$(í ;W)= Cl.Ly C¡.,r^ = \00 U = 0,4 
y para x = U -
 0 l a 0 y tiempos de A (W) -y \0 (.V} 
V
 ^-lo^íí-SiodO+xool^Co^íc") 
T^oa ,^ = l&qfcq 
b) (<K 
Sustituyendo va lo res para T - | k} t-r\oCW) 
Para tiempos de 1 y 10 horas 
(Si). - 0X1. loo . looo. 0,24 = l\ fcso 1¡¿"tfS), $ >o= fe932° t ^ / ^ 
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d) Se aplica el principio de superposición y la temperatura en un 
punto x al tiempo t vale TCx.t) =T,(x,-t) +-r1(l«-x,i) 
donde "T, (*."0 es la distribución de temperaturas calculada en 
el apartado a) y \0«-^*¿) es la distribución de tem-
peraturas considerando a la pared aislada en y=Lx y con coe 
ficiente de transmisión de calor %o(vu*y/^v¿>¿\ en la cara X=o 
Eitmplo 5,I-5(b) 
Una placa de material metálico de difuslvidad térmica o,03(vwy^ 
inicialmente a 500°C se introduce alternativamente en un baño de 
aceite a 80°C y de aire a 20°C . Los coeficientes de transmi-
sión de calor en el aceite v en el aire son de looo (^«^•¿"•O 
V 2.5 (. <toi/V.wí *¿) v los tiempos de permanencia de la 
placa en el aire son de 5 minutos y en el baño de aceite de 1 
minuto. 
Se desea conocer 
a) Distribución de temperaturas en función del tiempo para un espe 
sor de la placa de 2 cm v conductividad térmica 1o (.Ktal/Vvw'l) 
b) Fluios térmicos en el aire y en el aceite 
c) Gradientes térmicos. 
d) Calor perdido por la placa si 
Solución: 
a) Para el baño de aceite la condición en la interfase es -jS^-AnT 
considerando la diferencia 500-80°C v la ec.7.2-4, toma la for-
ma 
-itfü&*. m& ...
 la condici6n T,4MtA m Xm0 áx con 
La s o l u c i o n e s £<(£,-£) = A., W^>(-««<v'^  donde A,= U M < « O 0 ** = 4 - ^ M £ M 
" O 
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V sust i tuyendo en la inversión 7,2-4(5) 
-w . „
 A ^ ( C * ^ s^CtU) cos i t a nvhtcKL1^ 
(a) 
al final del tiempo de la placa en el aceite >, la temperatura 
en un punto *x la escribimos simbólicamente 
El tiempo de paso de la placa al aire se ádrate rápido v la distri 
buci6n de temperaturas en el ounto x es una ecuación análoaa a 
(b) con términos Vj- v 0.%^ aue Duede escribirse 
v al final del tiemtxj en el aire ~tt se tiene 
v Dará wt, tiemoo en el aceite v Cvv+i")ll tiempo en el aire 
— l-V?) ^ M l ¿ H
 (c) 
análoqamente cara ^.-M^T, en el aceite v n ^ en el aire 
n*,^y^(3.Y«^uJ"[Y^ (d) 
Sustituvendo valores se tiene Dará !_>=o,oi y a* = ° 0 0 . 100 
las raices ?.LX (ADÓndice 1 tabla 1-3(5) 
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íi U a 0,St { ^ = 1,4! ÍSU - c<4* 44U - fl.Sí C ,L5= W . H 
En particular nara el centro de la daca y t.- 1 minuto 
4rv\.°'ov00°,' + t¿ lVo1or\ Cos(4¿U) 
v oara el aire \_< •= 0,O\ Q.*I = ^ S
 = 2.S 
y las raices VJJ 
Para el centro de la Dlaca v,t= 5 minutos 
1,S l<VQ-0.oSW>a) -a. 0,6 l 2 
A los 6 minutos, 1 minuto en el aceite v 5 minutos en el 
aire 
T (0) Vfto) - 4*0.4. 0,fci.o,oi2 = 25,1^0 
Añadiendo 20 °C de la teittDeratura base T= 4"»'1 v^) 
Obsérvese auela Dlaca en el aceite ha baiadc de 500"C a 
98°C mientras oue en el aire ha nerdido 53°C en 5 minutos. 
De acuerdo con los resultados, una aproximacifin razonable es ad-
mitir, nue el enfriamiento en el aire es de tipo newtoniano con-
trolado ñor la resistencia térmica del gas tal como se indica en 
el apartado 5.1-1 v los valores del ciclo aire. 
^W> wW) 
Si el tiemoo Z corresDonde a la Dlaca en el aceite 
y Dará la Dlaca en el aire 
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y con la nomenclatura anterior. Dará un tiemDO t oue incluve 
tt .«~»<^(W(W(?J 
asi Dará Ts5 seaundos en 
y Dará "ir 2 minutos en 
f= a-,<J- l 0 ¿ ( [0,01 C*lN 2,5^ )4 o,o\] V / V Y^ ; 
c) Los gradientes térmicos nara los casos anteriores son 
d) La temoeratura media de la placa en el tiempo t vale 
TOO» I l T(v,f)áT 
Inteorando la ec.íbl 
2 . „•>• 
y una ecuación anSloqa para *\\ 
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El v a l o r de T e s de nuevo e l c o r r e s o o n d i e n t e a l a s e c . (c) v 
^2 = 15o. So o
 = 3,-15 ^ t A l / C ^ 
Asi r a r a t = 5 (S) 
Pa ra t = a^ínoVoi") 
Q- g (a-Ao) _ - , 5 0 r_c,0o- Xt,s) r 35A.\0S (VCwl/^ 
v 
5 . 2 - 1 . Ke.rjt6.nnu.lo 
Cumple l a e c u a c i ó n 
•8*1 •a^'" d -ar í l ) 
Con las condiciones indicadas en la Fia. 5.2-1. 
Aplicando a los términos de la ec.(1) la transformada f 
del seno de Fourier 
con la inversión 
donde í = ^V21-
A d i c a n d o nuevamente l a t r a n s f o r m a d a f i n i t a d e l seno de 
r i e r a l a e c . ( 2 ) 
-(ÍHvf) £*'(*. nr¿) - ¿ é t f ü a ^ (41 
con la inversión 
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donde Vi - M 
1
 y 
Reso lv i endo l a ec . Í4> 
donde fi2 = 5i + vl¿ y s i en t = o T*T, 
A = \ T, y~(>,v\ A>| - V- ¡a 
So fc^1n 




por la inversión (3) y teniendo en cuenta l C( &v\(i*)S-it = 
w-, =0,n-o v 
Í8) 
5.2-2. Rec-tángu-to con convecciín 
Cumple la ecuación 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 5,2-2. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del coseno de 
Fourier 
- t . ^ l M t i . Y T U y ^ M . i -aftfc.N.Q
 (2) 
í1^1 <* t>X 
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con la inversión 
OD 
donde ti son las raices de íiA^CtJ-xV-* 
Aplicando a la ec.(2) nuevamente la transformada finita del 
coseno de Fourier 
- &**& U ' c f c ^ . i áM&uaa
 (4) 
con la inversión 
Oe 
donde v^ son las raices de ty fyOliV) = Q* 
Resolviendo (4) resulta 
donde 
Jo *JÍ 
Por las inversiones (5) y (3) y las relaciones de í; con a* 
y V¡- con CU, 
íjtmplo 5,2-2 
una barra de acero especial de sección cuadrada de 0,2. o,2 (m) 
y 4 \m\ de longitud se calienta a 800°C durante suficiente tiem-
po para que toda la barra se encuentre a temperatura uniforme. Pos 
teriormente se introduce en un baño de un aceite a 80°C . Si las 
- 440 
propiedades del acero son: 9= "noo fa/*¿), S>= 0'" ^ "V*-^) V?» U(vcWVl»>«^ 
se desea conocer la temperatura en el centro de la barra para un 
coeficiente de transmisión de calor de 2.00o (¡Ccal/^^^*
 en fun 
ciñn del tiempo. 
x 
Solución: 
La barra puede considerarse de longitud infinita y aplicar-
se la ec.5,2-2(7) que puede escribirse "^"C'íivJ,"0 =.T,*(ytYFCv.t) 
Para Lx = Ly y a>-ay las raices Si-\-¡ y la 
ecuaci6n toma la forma 
%ooUo ~ 2 a * 4- [W CiiHai)
 +a»y WSXÍÍU) 
Para e l centro de l a barra x = 0 y LÍ = O,1 (y¿) 
Las r a i c e s de 1 ^ ( ^ 1 ^ <** CL*-)±-*°£°--\lS 
K. IC 
Í .U= ' .A5 ?1Ly=4.-i6 $3L*=l,*o ¿4L4= 10,14 Tabla 1-3(5) 
Apéndice I 
Para 10 segundos 
T ( o . Vsci) = % o V)0£>. 0,1.1 = aso^c) 
Para 20 segundos 
"Tlo,i/j^--U^t) 
Para 60 segundos 
Tto, yc¿) = <So,S(f¿) 
5.3-1. Vaiale.Lzplpe.do 
Cumple la ecuación 
441 
ffi u atu 
u











































































































































































^ • W + W . i í J (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 5,3-1. 
Aplicando sucesivamente tres veces la transformada finita 
del seno de Fourier a la ec. (1) en forma análoga a los apartados 
anteriores se tienen las ecuaciones 




 L< l ^ LZ 
con las inversiones correspondientes a las ec.(2),(3),(4) 
*-v "— 
£KUvt-}=f<> h^ OiVi ^"U-V.^ (6) fe 
Resolviendo la ec.(4) 
£r^lvl(T,-¿)=Alt^(-c*r-'l"¿) (8) 
donde jj?- = tH^+V-
K 
A=l T,On(t^A<= a^ Para m impar 
y aplicando nuevamente las transformadas a S.Ti se tiene 
f k donde t ^ ^ ,*.»£*«")*, XVfc^ifr 
Sustituyendo valores en las ec.(7),(6) y (5) 
- 443 -
» Cb « 
5.3-2. Pa.ia.lzle.pZpido con convicción 
Cumple la ecuación 
w* -b^-bv-- ASZ
 (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 5,3-2. 
Aplicando 3 veces sucesivas la transformada finita 
coseno de Fourier a los miembros de la ec.(1) 
- tí • $«*»** **&**** •*««»*>
 (2) 
K ^ - t t j - ^ _
 (4) 
con las inversiones correspondientes a las ec.(2),(3) v (4) 
4-1 ' 
donde ^ son las raices de Í L ^ C ^ U } = 0-* 
*lj son las raices de ^^("liM* 6! 
T^ son las raices de XU.t^^T^V-í) = tti 
Resolviendo (4) 
Jo £ 
( 6 ) 






Aplicando a T, las transformadas respecto a *l¡ y XV. 
v sustituyendo en las ec.(5),(6) v (7) 
O) » * cosfoy) coUVA^fr"^ t<t>(-*H^ 
T , , , . 0 T f1 y r cosy<;¿<) cosíanÜ>H«~ZJ «cpv-~r- -) 
«sCí.U^íos(YiL^cx>sí-í'"W^ (9) 
E/empio 5 .3 -2 
Se desea estudiar la recuperación de calor procedente de ga 
ses a = 500CC por medio de bloaues de ladrillos oaralelepipédi-
cos. en operación de ciclo rápido o ciclo lento. Se han eleaidos 
dos materiales 1 v 2 con propiedades 9,= looo ^ V/*?), ^ = 0,Z4 (^ \ 
y )&,= \ t\CcAl/w«vt?) y p a " el material 2,91 = \Ao (J/t^) '"** 
C^= 0,10 (^ «^ /\oj»t) y ki- i 0 (~t*lÁv»v*') • L 3 tempera-
tura mínima de los ladrillos en toda su masa se fiia en 200°C . 
sus dimensiones son 0,15. 0,\1. 0,0S (vw. ) y
 ei coeficiente 
de transmisión de calor se estima en 50 (KCOI A y^ i »¿\ 
Se desea conocer para los dos materiales 
a) Tiempo necesario para que el centro del ladrillo alcance 490°C 
b) Calor almacenado por ladrillo al tiempo de a) 
Solución: 
a) Se puede aplicar la ec. 5.3-2(9) directamente teniendo en cuen 
ta que se trata de calentamiento por el medio exterior y el 
primer término debe tener la expresión 
soo- loo 
El seaundo término puede e s c r i b i r s e como producto de 3 Serler 
oue nara t: s e r í a 
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y exr>resiones analooas para \\ y T ^ con lo aue la ec. aene-
ral ouede escribirse 
iOO (a) 
La ecuaci6n anterior de acuerdo con las condiciones de la Fia. 
5.3-2 se áulica a un cuadrante del ladrillo y en el centro se cum-
ple X^N/ = 2 = O y Gos($c)0 = a>£(vO = cos.(r_-£)= i 
Por los datos del Droblema y la tabla 1-3 (5) del Angndice I 
se obtienen los valores de las raices de í¿, vi- f 
} ij> "*** -
<*,= 0,oo X (¿¿/y) <*i = 0.0&2 ^ /W) 
Material 1) 
^Lx-\.iS -Vj,L^ -\,^  Y,\.1=0fll 
v^Up^So *xW=V4i 
v^U^ru V4=^.M 
U U » « V ^ ^ TsLs=l2,(o 
Material 2) 
íiLx-^oo HiLy=3,V7 *iL-j.-=3,M 
U U-q.44 ^Ly^,*^ ^^=^47 
¿sLx=o.<;8 1^ 1^ = ya,« r<¿tx«ta-w 
Aolicando la ec.(a) se tiene Dará el material 1) 
Para T= 'AW 
ioo 
Para tsl (^  
SoQ7 T(o,>) = 0|q3.0|s6.o^=o,o.5fe -Tto,\)= 4^aC"c) 
ioo 
y oara el material 21 y X - * (twmiAoO 
S O O - T Q , ^ _
 0 i n . 0 ( 4 í - 0 i t e = 0 l 0 f c c , T C O yíoN = ¿,,0 fc) 
SO 0 ' •* 
bl En forma aproximada (%)== 9 t+(5F-30d) 
Para el material 1) 
Para el material 21 . 
Q [ l n i*uh )  = O , X S . O ~ \ ~ . O , O ~ .  \400.0.30 140 = \621A @d/~a~ville) 
'La forma de calculo exacto es hallar la temperatura media 
por intearacidn t3e la ecuaci6n a). es decir 
y como las 'variables aue intervienen son aquellas de 10s cosenos 
la expresi6n final es sustituir CasCkr) por t. %t&Ll) 
y andlosemente bara las variables y . z ta1 corn; se indica en el 
eiemrilo 5.1-6. 
Otros aswctos a considerar.en el problem de 10s recuperado 
res son-10s relacionados con el .cheque t€rmico rpe se determina 
con el conocimiento de las~velocidades Be calentamiento tal como 
. - 
sa ha indicado en .el ejemplo 5,l-2. 
con lag condfciones indicadas &n In fig. 5.4-1. 
. Aplicando a la ec.'tl) la tr&sformada finita de ~ankel de 


















































































































































)í * fu 0 1 
con la inversi6n 
Resolviendo la ec. (2) 
y sustituyendo en (3) 
donde $; son las raices de S Q ( ' & F ~ ) = ~  
Una barra de acero de 3 m de longitud y o,\o(-.) de didmetro 
que se encuentra inicialmente a 20°C se introduce en un baiio de 
sales fundidas que se encuentra a 400°C . Las propiedades del ace- 
r o o  $ = O , \ \ ( ~ / ~ X )  ~ = 7 % o o [ ! n l )  b=u,(kdkw\?). 
Se desea conocer la temperatura en el centro en funcidn del tiempo. 
, Una aproximacibn razonable es despreciar el efecto de 10s 
extremos y considerar la barra con longitud infinita. Los bafios 
de sales. fundidas tienen en general unrelevado coeficiente de ' 
transmisidn de calor y puede admitirse que la superficie de la ba- 
rra tiene en todo momento la temperatura del baiio, Con las condi- 
ciones anteriores se aplica la ec. 5,4-l(5) modificada en la forma 
- 449 -
Las raices de "J0(.0.°^ íi) tabla 1-3(3) Apéndice I son 
"T(O,TO = 40O- S.^fto\ íA-A^f) 
* fe Rt;3,t<tl£) 
§<^> O.u.TBoO °^ / VW 
sustituyendo valores se tiene 
T(0,í)= J O n - L S L I n ^ a ^ - C o n . ^ . t t<» (-0,003. Uo11
 4 
L 1,404. OvSl\ SiSl.0,31* 
Asi para valores de t de 4,5 y 6 minutos, T(Aio)-4tfe£), 
T (s/co^ = is-ifjc) T('/¿) ^ ^q(-cy 
5,4-2. C¿LÁ.ndKo ¿ni¿n¿to con convección 
Cumple la ecuación 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 5,4-2. 
Aplicando a la ec.<l) la transformada finita de Hankel de 
grado cero 
-^L(fc,T}^AM^ (2) 
con la inversión 
donde £ son las raices de CU^ (fett>= 4¿T,Cíií) 
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Resolv iendo l a e c . ( 2 ) 
ÍH.D (£,*> = fct^KtftJ (4> 
Jo S; 
Sustituyendo valores en (3) 
íjimplo 5,4-2{a) 
La barra de acero del ejemplo 5,4-1 inicialmente a 20°C 
se coloca en un medio cuya -temperatura es de 400°C y con un coe 
ficiente de transmisión de calor barra-medio de *oo (Wcaí/^y^^) 
Se desea conocer: 
a) Temperatura en el centro de la barra en función del tiempo 
b) Velocidad de calentamiento 
c) Gradientes térmicos 
d) Calor almacenado en la barra 
Solución: 
a) Por un razonamiento análogo al caso del eiemplo 5,4~1 se apli-
ca la ec.5,4-2(5), con a r = r = 1§ = s v l a B r a l c e s ti P°* 
la tabla 1-3(4), Apéndice I con 
t,R^ 0,64 4,.R.= 2>,«8 <»&=•»,<> 4 t,fc= 10,^ {rt»»33 
T O»."*) = 4 o o - 2fto.u>.2 V eyt.(-^tir) 
0. OS /-(p+OÍp.CíiK) 
y dando valores a X. de 4 , 5 y 6 minutos para comparar re-
sultados con el ejemplo 5,4-1 
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T t°, Veo) ir l o < ^ T(", S/*o) = Sofct) T(p. >/,„}
 = 2/5^) 
Para 20 , 40 y 60 minutos 
T C°. 'A) ^  14 J (f C) TCo, 2/j> U 6 'C -r Co.i) = y w tf) 
b) La velocidad de calentamiento vale 
El valor máximo de o^(£¿r) corresponde a r - 0 y si el 
término exponencial aumenta más que la función T0(4;r) 
(£r\
 = • i** .»t" íiUt^iM-*^ 
c) Los gradientes térmicos se obtienen por la ecuación 
_ \ _ 
o,o5 L (t^+aí) •s.c^ 
Considerando la primera raíz de la serie como la de mayor con-
tribución al resultado, el valor máximo positivo de 3<( í;r) 
se tiene en f=R y por el término exponencial en x -*o 
l$W*4a«CC>Q 
d) La temperatura media en la barra en el tiempo z vale 
•a 
T (X) = ^ \ aur TCT.-L) ir 
Jo 
y teniendo en cuenta que 
Para los tiempos anteriores de 20 , 40 y 60 minutos 
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El valor máximo de calor acumulado vale 3>&o §Cp- z¿(,.\os Ifé^} 
Eiimplo 5.4-2(b) 
Una barra cilindrica de 10 ere de diámetro v propiedades 
^- °'
0?(j<^>V^'t.>);?=<"'s^'^)'/^=5 0CcíiVív*^ •&> inicialmente a 300°C se 
introduce alternativamente en un baño de aqua a 50°C v al aire 
a 2 0°C , con tiempos de 1 minuto en el aqua y 5 minutos en el 
aire. Si los coeficientes de transmisión de calor para el agua y 
el aire son de 1000 fatAj^^*A y 3>S (VcoU/^,^ »¿) se de 
sea conocer: 
a) Temperatura en el centro de la barra en función del tiempo. 
b) Flujos y gradientes térmicos. 
c) Calor perdido por la barra. 
Solución: 
a) Procediendo como en el ejemplo 5,1-6(b) se tiene 
para el final de un tiempo i x en el agua con tiempos anterio 
res ^(r^T-A 
para el final de un tiempo t, en el aire con tiempos anterio 
res vt(t,VtJ} 
Así por ejemplo a los 14 minutos la barra ha permanecido 
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en el aire desde el minuto 12 y la distribución de temperaturas 
es 
Para el agua a T •= W - 'ooo^oo fe 5 
Para el aire (AT\ = ^-=7 
S^ » o.os.«oo 
=: 0,OO<^4 
Las raices í;. y V^  para fl.»,.B=\o 7 CU-,£=
 0,*S 
Apéndice I, tabla 1-3(4) 
é.Ro.n t.e= $,03 ¿^_ i,qS ¿4S.= \OM 
*,.1L-oni 1.R.1A, fctt=-»«
 Vfc. «,.,«> 
Sustituyendo valores para T=O 3<>(Í.T)-I 
T (o, Wco") = lo +iS0.o,É>4. o,o44. o,0(T= li.t *£ 
b) Los flujos térmicos para un tiempo total t y posiciftn 
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores para 
* = 14 minutos 
(1) - k X90. 0,fc4. 0,044 5 • I ^ • f f i ^ g*¿ 






m s  gradientes termicos son 
7 r=a  
y para 14 minutcs 
c) La temperatura media en el tiempo t 
Para t = 14 minutos 
=F (Tt) = m0c 
Qm; ~ . ( P , o s ~ ~ ~ c s ~ D . ~ , ~ ~ ~ . ~ $ D  = 400 (by*) 
L 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 5,5-1 aplicando a (1) la 
transformada f init+ de ~ a n k e ~  
con la inversidn 
donde ti son las raices de 3,(4;~)=o 




con la inversión 
donde V¡ = £2 
Resolviendo (4) 
?# Ct¡-,vl,-£>= A *xf> (-«t e 1?} (6) 
y la transformada de Hankel de T, 
lo >c 
Sustituyendo en las inversiones (5) y (3) 
l=\ JliO 
donde 6*= tf+f^ig" 
(7) 
5.5-2. CíLlndKo {Lníto con conve.ccJ.6n 
Cumple la ecuación 
^i r%r * ^ " - l *t (1) 
Con las condiciones que se indican en la Fig. 5,5-2. 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
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con l a i n v e r s i ó n 
TLT.i.z) ^ ¿ ^ Q j ) 3J(¡fetfJ (3) 
donde ¿ son l a s r a i c e s de ¿Ir 3<.C t^t)> 4¿T,Cí;i£> 
Apl icando a (2) l a transformada f i n i t a d e l c o s e n o de Fourler 
- fcH*lfl lÉ t í ^ r )
 = i ^ o ( í l l S i l r - ) ( 4 ) 
con la i n v e r s i ó n 
U»Ct.í.t)= 1 L L ^ a ^ z ' " J (5) 
\x.\ 
donde v¡ ^  son las raices de Vj^  Ka^ foj^'3 Q-x 
(6) 
Reso lv i endo l a e c . ( 4 ) 
fp (íi.Vü.t) = A <bt|>(-ol cTt) 
con 
A = ( N , eos Cn^")d l = í «*»0G»*) 
Jo TJ 
y por la transformada de Hankel de T, 
Je í i ^ 
S u s t i t u y e n d o en l a s i n v e r s i o n e s (5) y (6) 
« . 1i» (7) 
donde 0a= ii'r^] 
íjímpto 5 , 5 -2 
En una i n s t a l a c i ó n de productos a l i m e n t a r i o s « e desea e n f r i a r 
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lo más rápidamente posible recipientes cilindricos de 8 cm de 
diámetro por 12 cm de altura y 0,1 • de espesor de chapa me-
tálica tratada convenientemente llenos de un producto gelatinoso 
que prácticamente tiene las mismas propiedades térmicas que el 
agua. La temperatura del recipiente y su contenido es de 90°C , 
y se desea enfriar a 15CC en una corriente de gas en atmósfera 
controlada que tiene una temperatura de -10°C y con un coefi-
ciente de transmisión de calor de is (WÍAI/^^Í^ . Se desea con£ 
cer el tiempo que tardará el centro del recipiente en alcanzar 
15°C . 
Solución: 
La resistencia térmica del recipiente se supone desprecia-
ble y las propiedades térmicas del producto se admiten de valor 
constante 
aplicando la ecuación 5,5-7(7) expresada en forma de productos de 
series se tiene 
donde 
En e l c e n t r o de r e c i p i e n t e 
Las r a i c e s <^ y h¿ para AT = 0.2 = aVo¿? * 43,8 °*r C = O.OA. 41,8= ins 
y W<*= 0,06.4.3,%= a , £ i y por l a s t a b l a s 1 -3 (4 ) y 1 - 3 ( 5 ) 
t.R^MC t lU= AM> Í.E.^,22 ^£=10,21 ¿s«=rt,4 
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Aplicando la ecuación anterior se tiene para *,^ (\J) 
T(o,o,\,s)= \0o. o,«.o,a.%-\o = 11,4 (°c) 
5,6-1. Tubo infinito con convección 
Cumple la ecuación 
!it tír i W (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 5,6-1. 
Aplicando a la ec. (1) la transformada de Hankel de grado 
cero 
(2) 
con la inversión del Apéndice 1-3,3, ecuación 44, donde ¡¡^  son 
las raices positivas de 
Resolviendo la ec. (2) 
íWl0Uí,^= k ^ ( - < * f ^ (3) 
en t=o 
Sustituyendo los valores de & y {n,0(í;,'c) en la inversión se ob-
tiene la ecuación que se indica en la Fig, 5,6-1. 
Procediendo en forna análoga se obtienen las soluciones que 
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5.7-1. Tuto {>¿n¿to con con.vziic.i6ri. 
Cumple la ecuación 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel de grado cero 
- t O t w a • ^ ^ -1 j j - t e * ^ (2) 
Con las condiciones indicadas en la Fig. 5,7-1. 
Con la inversión y valores de CoCfc.r)} $¿ dados en el apar-





 «t te (3) 
con la inversión 
¿«.otty,,-Qaf 5 ^ M W U , V J , T ) (4) 
Resolviendo la ec.(3) 
Tu 
(5) 
donde el valor A es el obtenido en el párrafo 5,6-1. 
Sustituyendo los valores de A, y iv en la inversión (4) 
y en la inversión del Apartado 5,6-1 
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En forma análoga se resuelven los casos 5 ,7-1(a) y 5,7-1(b) 
i 
5 . 8 - 1 . libe.na 
Cumple la ecuación 
-Hfl* T Í T d J t ( 1 ) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 5.8-1. 
La ecuación (1) puede escribirse 
Í V A lVTJ/- =1 iz (2) 
Aplicando a la ec.(2) la transformada finita del seno de Fouriex 
-?£«.-*« 4 § « , Í
 (3) 
con la inversión 
R ¿- r (4) 
Resolviendo la ec . (3) 
(5) 
donde 
A,= ( \ r sw ( ^ dU = T, M - T 





Una esfera de acero de 2 cu de diámetro que se encuentra a 
800°C se deja caer en un recipiente con gran cantidad de agua a 
20°C . Si las propiedades del acero son R» *S \fxaX,Am,¿), S = "l%oo(W¿) 
Cpr 0,11 nCcaA/u »j\ se desea conocer la temperatura en el centro 
de la esfera en función del tiempo. 
Solución: 
El coeficiente de transmisión de calor superficie de la esfe 
ra-agua es elevado y puede admitirse que la temperatura de la su-
perficie es la temperatura del agua aplicándose la ecuación 5,8-1 
(6). 
Hallando el limite de la serie cuando r^?o aplicando la 




Dando v a l o r e s se t i e n e p a r a 1(s ) , 2 ( s ) , 5 ( s ) , 10 (s) 
T Co Vitoo) = 43 (?c) T ( o , ÍZÍO) - 0o( t} 
5 . 8 - 2 . E¿¿e.*a con convección 
Cumple l a ecuac ión 
•g5
 + a si, IWT 
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i1 (r T(TYI = i m (i) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 5,8-2. 
Aplicando a la ec.(l) la transformada finita del seno de 
Fourier y teniendo en cuenta las transformaciones desarrolladas 
en el apartado 4,8-3 resulta la ecuación 
-tfijifc.T^ij&tt^ (2) 
con la inversión 
V
^ V - tZ-T^ií+OrRCa,».^ (3) 
donde $¿ son las raices de t^ C cta tí,.v¡) +QrC-\ = o 
Resolviendo la ec.(2) se tiene 
(X 
y sustituyendo en la inversión (3) 
Ejzmplo 5,í-2 
Una esfera de material cerámico de 4 cm de diámetro y 
propiedades tu S (V^Vk>ri^), Cp= o, 24 iK^/^t), ?= 3«oo (v^/^) 
se utiliza come material de un recuperador de calor que funciona 
entre 700-500CC de temperaturas máxima y mínima. El coeficien-
te de transmisión de calor es de 15 UCtaX/^¿it¿\ se desea co 
r.ocer: 
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a) Tiempo necesario para que la temperatura en el centro de la e£ 
fera alcance en el periodo de calentamiento 525°C . 
b) Velocidad de calentamiento. 
c) Gradientes térmicos 
d) Calor almacenado. 
Solución: 
Se aplica la ec. 5,8-2(4) ; oí= 0,ooS4 Q-r- »5 oTK.-i = _o%7 
Las raices £, tabla 1-3(8) Apéndice I 
tv.= o,qx it?.-~ 4,st ^E^-7,16 S4«-=l<Wl 4sft=\4,« 
para aplicar la ecuación anterior a r = 0 hay que hallar su li-
mite 
""¡oo-
3 0 - •
4ar4<¿LtfB.HftT*ta.*-<l¡] loe ' **"/-<it« 
dando valores hasta alcanzar TCo,1*) = 5>5&) se tiene t ~ 1 mi-
nuto. 
b) la velocidad de calentamiento vale ÍSj y la ecuaciñn es 
análogamente al caso a) para r • 0 se halla el limite y asi para 
1 minuto 
c) Los gradientes térmicos valen - (—í\ . 
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asi en *-&. y I-no 
d) La temperatura media en la esfera para un tiempo t 
< « ' Je 
y si 1 % Wv(t.r>Ar= S^- 5*n«itf) 
y para X= 1 minuto 
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TRANSMISION DE C U O R  POR CONDUCCION CON GENERACION 
En e l  capftulo 8e han considerado loe problemas tdrmicos 
en forma qeom6trlcas simples en +&gimen t ranei tor io  con temperatu- 
ras  uniformes o variable0 con l a  poeicidn. Camo una etapa mds avag 
zada hay que plantearoe la8 eituaclonee realer, en equipos tdrmlcos 
con generacibn de calor. La presencia de focos tCrm1cos que pueden 
aumentar l a  temperatura en funcibn del  tiempo, exige e l  conoclmie~ 
t o  del comportmiento de 10s materiales antes de alcanzarse e l  rd- 
gimen estacionario. Lam velocidades de calentamiento no pueden ser  
arbi trar ias  y hay que dieponer 10s rnedios de refrigeracidn para 
disminuir las  poeibles tensionee t6rmicas o deformaciones anorma- 
l e s  irreversibles, que afectan a1 funcionamiento posterior. 
. . 
E l  tiempo de pueeta e n  carga de una lnstalacibn no puede 
ser  excesivo porque afecta a l a  economsa de l a  produccibn. Las po- 
s ib les  parad'ae y pueetae en marcha pueden acurnular .efectos eobre 10s 
materiales sometidos a cieloe cortos pero inteeos. En reghen esta- 
cionario se  producen variacionee de 10s focos t&nnicoa, por l a  lne r  
c ia  de 10s aparatos de control, que se  traducen en c ic los  de fat iga 
termica con alteracibn Be la6 propiedades de fluencia de 10s mate- 
r ia lee  y ,  en definitiva, ee acorta l a  vida de lo8 componentes afe= 
tados . 
La presencia de focos t6rmime de a l t a  potencia acentQa loe 
fendmenos tinteriores, especialnumnte cuando l a  inercia tennica de eg 
tos  focos 8s baja. 
E l  tratamiento Be loa problemas t@rmicoe que nos ocupan es 
, 
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la superposición de los campos de temperaturas por los tratamien-
tos dados en los capítulos 4 y 5. Cuando las variaciones de calor 
son función del tiempo, como sucede en muchos reactores químicos o 
en efectos mecánicos de rozamientos, el tratamiento adecuado se 
desarrolla con mayor facilidad per los métodos que se desarrollan 
en los capítulos 7 y 8. Les casos que se estudian en este capítu-
lo encajan en sistemas donde la variación de generación es prácti-
camente instantánea, como sucede en el calentamiento por fenómenos 
eléctricos, resistencias eléctricas, hornos de inducción de tiem-
pos de funcionamiento relativamente grande, reactores nucleares, 
cámaras de combustión y otras múltiples aplicaciones. Si se admi-
ten propiedades térmicas constantes, las ecuaciones de transmisión 
de calor toman la forma 
VÍfeVYKStfü-Q
 ( 1 ) 
donde Q (^"^vn*) es el valor para tiempo cero, en el caso 
de puesta en marcha. En las paradas bruscas, Q = 0 y la ec. (1) , 
se transforma en la ecuación estudiada en el capitulo 5. En situa-
ciones de aumento o disminución de Q , el cambio se admite instan 
táneo y el tiempo comienza a contar a partir del cambio. 
Cuando Q es función de la posición, el tratamiento es 
análogo a los casos dé Q constante, tal como se ha visto en el 
capítulo 4. 
Las situaciones de propiedades térmicas variables pueden re 
solverse por la transformación de Kirchooff o valores conveniente-
mente ponderados. 
6.1-1. SótXdo ¿e.m¿¿n¿¿n¿to con ge.mA.ac.L6n de catón. Q. » cXe. 
Cumple la ecuación 
311 - \ 2I-Q. 
con las condiciones que se indican en la Fig. 6.1-1, aplicando las 
transformadas de Laplace 
- 473 -
Por las condiciones del problema T(x,d)z:0 y resulta la ecua 
ci6n 
dyí eí*"^ te S (2) 
Aplicando a (2) nuevamente la transformación de Laplace haciendo 
PM(?¿)-fA-fc = £«P.sV<fc-£? 
( 3 ) 
y por la inversión de (3) 
En X=o í(<,S.^ =.o y A=o 
En x-oo la temperatura no es infinita y las exponer^ 
ciales positivas del eos h y sen h son cero y ft-=jfí °LS *i 
y finalmente 
£(x.$,&^-*f c^ fc«W)
 (5 ) 
y la inversión de £Cx,¿) Apéndice I, tabla 1-7(108) 
TU^.^lí-afcrtgg^ (6) 
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6 . 1 - 2 . S6LLdo ¿em¿¿n¿¿n¿X.o con ge.ne.ia.cU6n de. cato*. Q., * ate. y con 
veccXón. 
Cumple l a ecuac ión 
Tjy-í A-bz 1 (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,1-2. 
Aplicando a la ec. (1) la transformación de Laplace como en 
el apartado 6,1-1, resulta 
donde ~V(o,£) es la temperatura en X=o para t>o 
aplicando a (2) nuevamente las transformadas de Laplace 
t>* f Ct^ - b A- D = | Í(P,S) - TCO^ Q, J_ 
* otp fe Sf (3) 
y por l a invers ión de (4) 
?Cx,3.Ac«.l(gi¡) * ^ ^ ^ f ^ s ^ ^ - 1 ) (5) 
En X=co A- # B - ( 1 & S + ^ | = 0 
v e n x=o i í í í á ) + a t(*£^ =o 
A* 
y sustituyendo en (5) y teniendo en cuenta que solo, interviene la 




















y por la inversión de t(*iS) tabla 1-7, Apéndice I 
fe L«Í^ *X' a\/5vr»l M^J*! 1'. « I 
6.2-1. Vaizd piaña con ge.nzKaci.6n de ca£ct Q„ • cíe . 
Cumple la ecuación 
•Byi A »l fe. (1) 
con las condiciones que se indican en la Fig. 6,2-1. 




con la inversión 
T=il^C»^t^^ (3) 
rrv=.o 
Resolviendo la ecuación (2) por transformadas de Laplace 
£CS) (s+ol 41 = fe- $2* 
^(^^^^(-.fz)-&
 (4) 
Por las condiciones del problema 
En *=o f?(£/Q = o ¿,=o 
4 7 7 -
y sust i tuyendo va lores en (3) 
(5) 
Ijzmplo 6,2-1 
Una placa de 1 en de espesor se calienta con un foco térmi^ 
co que genera en toda la masa del material. La tem 
peratura inicial es de 0°C y durante el calentamiento las super-
ficies permanecen a 0CC . Se desea conocer: 
a) Distribución de la temperatura en función del tiempo en 
el centro de la placa, 
b) Calor almacenado en la placa en función del tiempo. 
c) Gradientes máximos de temperatura en función de la posi-
ción y tiempo. 
d) Cambio de dimensiones de la placa en función de la posi-
ción y tiempo. 
e) Tensiones térmicas elásticas, 
Datosí Conductividad térmica \¿~ lQ<«>yw«¿) densidad 9=^°°\fÍ/¿) 
calor específico <*= 0,1 coeficiente de dila-
tión lineal A^ l O ' 5 ^ módulo elástico E= W<- l^ /oví") 
Relación de Poisson i?=o,2o 
Solución: 





** ' k ti1 U Z- <?»^1 
El valor máximo de 8Vox se tiene en x = 0 y "!-»<» es 
decir en régimen estacionario 
ISU-- t f t £*- l"° &í 
d) Admitiendo comportamiento isótropo, en la dirección x el 
aumento vale 





e) A partir de la ecuación C-- ^ ^ E v teniendo en cuenta 
que la temperatura disminuye cuando aumenta X para la pía 
ca sin ligaduras 
6Vw^  - Q L ^ H - 'hiSÍlí = « (^ ¿4 a tracci6n 
6,2-2. Padecí p£ana con gin.tna.ci.6n ie. COLIOK Q¡, * cte.. y convección 
Cumple la ecuación 
KTÍ<- d"»t fe. (!) 
con las condiciones que se indican en la Fig. 6,2-2. 





fe Je b. 5; 
con la inversión 
donde 4L son las raices &. V A L ^ L ^ O-i 
Resolviendo (2) 






La placa del ejemplo 6,2-1 funciona en régimen estacionario 
y por un accidente la refrigeración en las superficies se mantie-
nen con un coeficiente de transmisión de calor de So ¡Xcax/^^^ 
durante 5 minutos. Admitiendo que las propiedades térmicas son 
constantes y que el punto de fusión de la placa es de 730°C se 
desea conocer: 
a) Temperatura en el centro de la placa a los 5 minutos 
después del accidente. 
b) Tiempo necesario para que el centro de la placa alcance 
el punto de fusión. 
Solución: 
a) Por la ec.6,2-2(5), teniendo en cuenta que Lx. es 0, 5cm 
a,Lv= k L» - sp,s.i<?-3_
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Por l a t a b l a 1-3(5) Apéndice I 
í,l_y=0,54 é,W= 2..»« Í , l * s 6 ¿ « í4lTí=q,«-- ísl*=U.S7 
Sustituyendo valores en la ec.anterior se tiene 
T(o, Vce) c^  ia4ti-0,%o) + «l$r «44 (fC) 
El material ha fundido en un tiempo inferior a 5 m'ua 
b) Por la ec. anterior para T= 4 fr"*v>-') se tiene 
"T(o, 4/co) ~ 1^,5 C<0 
6.3-1. Re.ctá.nguto con geneJiac-ófti de ca-to-t &> - cíe. 
Cumple la ecuación 
"6X1 B^i" «I *t fe (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,3-1. 
Aplicando a la ec. (1) la transformada finita del seno de 
Fourier 
-t l ?Uí,v¿H íg***** = J ^ ü& +í* (2) 
donde 
l*v+V *—tí^^-ftfc 
con l a i n v e r s i ó n 
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T0v»,3«i¿ **&* í í í í . l r t <3) 
Aplicando nuevamente l a transformada f i n i t a d e l s e n o a l a e c . ( 2 ) 
ÍL1 
con l a i n v e r s i ó n 
VYil 
Resolviendo l a e c . ( 4 ) 
*?(t,VtV (A + |y^(-c*6^V ^ (6) 
para x-° *,=e> y sustituyendo valores en las inversiones 
(5) y (3) 
donde tf« CH*f - ^ ^ t J 4 a n ^ ^ 
Ejemplo 6,3-1. 
Una placa de sección rectangular LxLy 0»r?^  genera calor uni 
formemente con Q= Q0 yVcaV^^-) . En la superficie de las 
caras la temperatura se mantiene a ~T£ .Se desea conocer la dis_ 
tribucifin de temperaturas en función del tiempo para la placa an-
terior si la generación de calor es de la forma Q=Q«,G+£"0 
siendo ha Cfa. 
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Solución: 
a) Por la ec. 6,3-1(7) se calcula la distribución para c.-ct, 
Teniendo en cuenta la ec. 4,2-4(6) la solución para el ca 
so Q-<3o0+£"f) toma la forma de la ec.6,3-l(7) susti-
tuyendo el valor de 6* por 67 = kS QofN + ^ 
6,3-2. Rectángulo con geneíac-ítfn de. cato* Q. • cíe. y convicción 
Cumple la ecuación 
•Míi ftii- d -ex \ (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,3-2. 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fourier 
- £ í'rO^ .t) + %M¿i¿>-_ i iM¿*$ v£. (2) 
donde 
,1* 
K Jo b « 




'- /.[U^a})*a«] ' (3) 
donde í: son l a s r a i c e s de t^ V^  lí:W)- O* 
Aplicando a la e c . (2) nuevamente l a transformada de l cose -
no de Fourier 
- I t f ^ E£U,*ü,l)= 1 4 M É Ú ! ^









donde *[• son las raíces de *\¡^ (.^liW) = °y 
Resolviendo (4) 
Si en t=o 






Sustituyendo en (5) y (3) 
(7) 
E^emp^o 6,3-Z. 
En una fabricación en serie se necesita calentar placas de 
sección 2..'i(c.*ví} para que la temperatura en el centro alcance 
95°C . Se desea conocer el tiempo mínimo utilizando: 
a) Calentamiento dieléctrico con una generación de 10 S^aú./^**?) 
y coeficiente de transmisión de calor aire-superficie de 
b) Calentamiento en una corriente de aire a 120 CC con un coe-
ficiente de transmisión de calor aire-superficie de 
4o(ktAÍ/u¿.¿) 
Datos: Temperatura inicial de las placas 20°C . Conductividad tér 
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mica ft= 0,2 (¿cal^^jAdensidad ,5= Sooi^/^ calor específi-
Solución: 
a) Las dimensiones en la dirección del eje z de la placa se ad-
miten suficientemente grandes frente a la sección para tratar 
el problema como bidimensional-
Por la ec.6,3-2(7) con &.y=<Xy= \Q -so y en el centro 
de la sección eos ($¡.x}= co&(^)-\ 
Por la tabla 1-3(5) Apéndice I para Q-iíL,^  CVS 
1 U = 0,62, t^y^^iq ÍjLy=fe,-i£ Í4U=^47 
y para <*-yly - 0,-)s 
^,1^=0,77 ^-,1^=33^ V - ^ ^ A^-i - M <* 
Sustituyendo valores en la ecuación anterior para 1=2cLi) 
resulta 
T(ovo, Vaco) c*"76 + ao = <M><?€) 
b) Por la ecuación 5,2-2 con ax=a^=ioo 
COn &xLy = 2. CU)Ls(='i 
y sustituyendo en la ecuación anterior para t- 1,6 minutos. 
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6 , 4 - 1 . Vaia.lzle.ptpe.do con generación de calón. C«. = c í e . 
Cumple l a ecuación 
Í<I í i i i!» * « ^ t u 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,4-1. 
Aplicando a la ec. (1) la transformada finita del seno de 
Fourier 




-y aii - 5 -ex 
te. J0 fe n^m+n 
con la inversión . 5= "^  V^+'O/LX 
00 
Ttx,W,T,í)= f \ W*lWÍf(í,K,l,t) (3) 
Aplicando sucesivamente a la ec.(2) las transformadas finitas del 
seno de Fourier 
con 
con la inversión 
00 
^ c t ^ t j - ^ 1 **M sUv».*)
 (5, 
4 áx - u
t n i + ^ int.vj.T^M An'(c*i.T,o




la inversión T^ (?^Wl. 2 




Si en ;^o ~^--Tb>;1,l) 
Jo j o J o 
Si en t = o 1= o *>=o 
con U T= tHY'+Y"1 y por las inversiones (7), (5) y (3) 
Wv=0, V1=0, P=C 
6 , 4 - 2 . Pa ia¿e£epípe t ío con gzne.ria.cA.6n. de. calón C - c í e . i/ convec 
c t ó n . 
Cumple l a ecuac ión 
•JXÍ ?>IT- l>~t-x ~ OÍ "at kj. ( l ) 
con las condiciones indicadas en la Fig. (6,4-2). 
Aplicando ala ec.(1) la transformada finita del coseno de 
Fourier 
F
 ' ' ' íy. %Ti " •( ^ t fe (2) 
con la inversión 
T l M - V V - O l u S f l S &*(*-,W)
 (3) fetMtiHai)*** ; j 
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donde £¿ son las raices de ti v¡^ (<¡;Lx') -&-X. 
Aplicando sucesivamente a la ec. (2) la transformada finita 
del coseno de Fourier se tiene 
-&l+nft f | U , w > £ | = ¿ $ ^ Ü (4) 
con 
(5) 
y l a invers ión 
donde Vj- son l a s r a i c e s de *lj V<^ ( *t¡ty) = a y 
-fcHtfO ^ ( f e ^ v )
 = i <§"• M (6) 
con ^ ' = - Q s k/w(&U^ kw{*UU)i«<»(T.»U) 
con las raices Yy», k. <^ f».L^ ) = a2 
Resolviendo la ec.(6) 
^-c^^y^c-^v&
 (8) 
con yí= ^ t v ^ + t j 
s i en "t=:0 T=o 
V tfc,1i*«rt = --%fc- ex f t -*^ ] (9) 
y por l a s i n v e r s i o n e s ( 7 ) , (5) y (3) 
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CCS & ; W ) COt(V)iVy-) CDt, fcrfel-^ 
Ejemplo 6,4-2. 
Cubos metálicos de A. A. 4. \I*Y¿) se tratan térmicamente para 
alcanzar en el espesor de 1 mm a partir de las superficies la 
temperatura de 700"C . El calentamiento se realizapor inducción 
con una generación de calor dada por la relación Q,,^  \0* 4xb£-i(Uf-*j] 
V^^Xvf^) 1 Q-*~*V t*1'"'^  El coeficiente de transmisión de calor al 
ambiente es de 40 flctíl/ „ic¿) Se desea conocer: 
a) Distribución de temperaturas en función del tiempo y de la po-
sición con la generación de calor análoga para los ejes z e y 
b) Tiempo necesario para que la temperatura alcance 100°C en la 
superficie. 
Datos: S-ISoo («úg^ k= 20 (WtaX/^f) ^rO.Oo ^/vc,-c) 
Solución: 
a) El valor de r0 en la ecuación 6,4-2(4) vale 
«? [i eos. fcW) + U a*v (jUU") -a **b t ^  r ~ j * = -<5o 
y l a d i s t r i b u c i ó n de t e m p e r a t u r a por l a e c . 6 , 4 - 2 ( 1 0 con O^-^-^-z 
r(K N -J V\ i ° » g j V yfti->Q CBSttgfttoftH .(_ti Vi i »_B3rt,f-3tf * t ) Tí 
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b) La posición más desfavorable es *=l_* , ^=Ly , I=VT. 
y dando va lores para t - I (mv*) en primera aproximación T = 100°C 
6 , 5 - 1 . Ci.ti.ndKo infinito con gzne.iacJ.6n de cato*. Q.o - etc. 
Cumple la ecuación 
?Ü 4 . 1 3 I _ i 3 T _ O o 
? r ' T T 5 t " =1 Sx." \¿ (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,5-1. 




con la inversión 
donde ^ son las raices de ^oCí-^=° 
Resolviendo la ec.(2) 
L,o ( V ) = (A 4 £¿) l^ (-<* ift)- ^
 (4) 
y si "T=o t=o A>-o 
^ . « ^ « - ^ - « ^ ( • - ^ 
y sustituyendo en (3) 
,L,X)
 fea 2_ í*3,(M)L "v J (5) 
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Ejemplo 6,5-1. 
Una resistencia eléctrica envainada de 0,5 cm de diámetro 
exterior genera ^l^^mV Calentando un líquido de conductividad 
térmica elevada de tal forma que la temperatura en la superficie 
de la vaina es de 150°C . Si la resistencia empieza a funcionar 
se desea conocer: 
a) Distribución de temperaturas en el centro de la resistencia en 
función del tiempo y admitiendo que la temperatura de la vaina 
es de 150-C . 
Datos; La resistencia material aislante y vaina se suponen con va-
lores medios de Cj,-
 0 < w (Kca/^y §= 4zoo fr/J), Ve = í. ÍKc^m.c\ 
La generación de calor en primera aproximación se supone 
constante. 
Por la ec. 6,5-1(5) 
Por la tabla 1-3(3) del Apéndice I las raices de ^(.ÍÍE} son 
Para 150°C y r = 0 7.(t>)=t 
6 , 5 - 2 . C¿¿¿ndio ¿n$¿n¿to con ge.nziacA.6n de cato*, comíante y con-
vección. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
•SU , l Í T _ 1 "2? Qe 
^r^ * T -Sr ~ d t>x te (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,5-2. 
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te Jo « ?¿ 
con l a i n v e r s i ó n 
donde í t son l a s r a i c e s de aT'5.(.4¿£)= S.^ilii») 
Reso lv i endo l a e c . (2) 
IH.O(M = (A* ff0 "^t*Í?tV | i
 (4) 
y s i en "c=-o T=° A=o 
Sustituyendo en la ec.(3) 
'
 J
 " "í^ - L C^+aí)^^L «? (5) 
Ejemplo 6,S-2. 
Una barra de 2 cir. de diámetro se calienta por inducción 
en toda la masa con una potencia de 1,13. ío6 (*C£a A^\«v^  E^ c o e _ 
ficiente de transmisión de calor se supone constante V. - lo (Kcav(1>ri1^ 
Si la temperatura inicial es de 20°C y el ambiente 
se mantiene a esta temperatura se desea conocer: 
a) Distribución de temperaturas en el centro de la barra en fun-
ción del tiempo hasta alcanzar el régimen estacionario. 
b) Calor almacenado en función del tiempo. 
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c) Gradientes de temperatura en la superficie de la barra en fun 
cifin del tiempo. 
Datos: 
Solución: 
a) Por la ec. 6,5-2(5) en el centro 30C.Í;^=l 
aT=l,=a a,C= C.om P o r l a tabla 1-3(4) Apéndice I 
las raices ^ para arC'O.om 
oi.= c,ai. io-^  fafc) í, 11=0,16 ^ R ^ Í . S I «jR=i,o\ s»ft*io,n 
T(ov> =. a .a . ia .w ' . ra V h**fcfc*j£§ — 
l.s. \o-i ¿Z Wnf&gyh&iib 
Para 7= 3o ( w ^ "** *°0fC) 
En régimen e s t ac iona r io , por la ecuacifin a n t e r i o r 
TCO,«D") = lAllC'C) 
y por la ec . 4,4-1(a) 
fe i:UiH«>) 
como puede observarse en régimen estacionario la expresión expo 
nencial tiende a- cero 







y los gradientes son máximos cuando X -»•°c , es decir en régi-
men estacionario. 
Por la ecuación 
(VX\ G).0T máximo en r = R y nulo en el centro 
6,6-1- Cilindro {¡¿níto con gene.xacA.6n de calón. g. * c-íe. 
Cumple la ecuación 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,6-1. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada de Hankel de grado 
cero 
- fe* I M . 1 ^ , I ) •* ^ = ^ % > + &> (2) 
donde 
con la inversi6n 
donde §; son las raices de 3,(_£;.£) =ú 
Aplicando a la ec.(2) la transformada finita del seno de 
Fourier 
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Vj = (lYw\)T! 
(5) 
£* ( 4 w) = (A * y «*|>H e'z)- ^ (6) 
Si en t-O ~T=o A=o 
Sustituyendo en (5) y (3) 
l=l »ro (7) 
donde 6* = *?+ Yf 
Ejemplo 6,6-1. 
En un recipiente de forma cilindrica de 20 en de diáme-
tro y 40 cm de altura se realiza la polimerización de un com-
puesto orgánico que desprende tO^ (^ coi/Vvtri?) durante 15 mi_ 
ñutos. La temperatura de la superficie del recipiente se mantie-
ne a 25°C . Se desea conocer: 
a) Temperatura del centro del recipiente para 5 , 10 y 15 minu 
tos. 
b) Tiempo necesario para que después de la polimerización el cen-
tro alcance 40°C . 
Datos : le = 0,5 1^*/*^) <p= OA (^«V^) § = ™° tyM 
a) Por la ec.6,6-l(7) y para las raices ti de 3»(.fc*}=° 
donde 
ft ? ;
 Jo te ÍÍ *i 
con l a i n v e r s i ó n 
* »>-=o 
Resolviendo (4) 
- 4 9 9 -
f ,C= 2,40 t^S.SI Í3C= «,C7 ffíC=\t,Tq 
En el centro de l c i l i n d r o 3cCíco,)=< 
T 
obteniéndose los va lores 
T(°. o, '/feo") ~ ai,54as=6a,^cx) 
T(O, o, >V6o) - s-i+as = 8oKi 
b) A partir de la distribución de temperatura a los 15 minutos 
y por la expresión en régimen transitorio 60.5,5-1(7) sin ge-
neración de calor 
para T0=ss,£c^ y con los mismos valores de las raices de a). 
6,6-2. Zi.lin.dKo finito con gtnzKación de. caloK C « c-te. y con-
vección. 
Cumple la ecuación 
&T> T ^r «i» 4 T»t fe (1) 
con Las condiciones que se indican en la Fig. 6,6-2. 





°n l a inversxón 
500 
donde ^ son las raices de a,3c(í-tí) = Í.3,($;¿) 
Aplicando a la ec.(2) la transformada finita del coseno de 
Fourier 





con la inversión 
Resolviendo la ec.(4) con 7=0 Tro 
(5) 
(6) 
y sustituyendo valores en (5) y (3) 
i (r,; 
Ijimpto 6,6-2 
Repetir el ejemplo 6,6-1 si el recipiente tiene un coefi-
ciente de transmisión de calor al medio exterior de 50 hc&S/^y^-ac) 
a) La solución viene dada por la ec.6,6-2(7) con los valores 
loo , Vj son las raices de ^p^Ot;\_¿)=a.2 de la 
tabla 1-3(5) Apéndice 1 y £;. son las raices de O.T a= loo,o,\ 
de la tabla 1-3(4) Apéndice I. 
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mismas raices de a) . 
6,7-1. Tubo ¿ni¿n.íto con generación de catoi Q^- cíe. 
Cumple la ecuacifin 
7>r^ T T T " 5*8X fe (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,7-1. 




\J C*(*^ ^'-^^-Ci^^í^-liCfe^YoíS^rA. 
y si 
con la inversión 
Oc 
donde ^u son las raices de 
3¿«tW)[<i>f:«itt>+alXi(tB.,iVv.,(feW)t^¿(feB54«.V«í«aao 
Resolviendo la ec.(2) 
íu*cM-(**^y^tH<f*v^
 (5) 
Si en X-o T= o *>=o 
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Ua(*.,l>-Mí-«|»(-< tftí] 
y sustituyendo en la inversión (4) 
6,7-2. Tubo i.ni¿n¿to con gintia.C4.6n de. caía i Q_ « c-tt. 
Cumple la ecuación 
w í M " <*Sx fe (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,7-2. 




con la inversión 
T(T, 
son las raices de 
Resolviendo la ec. (2) 
"$no(V> = - % (\- e*f (-a í^ tV) C 4) 
- 504 -
y sust i tuyendo valores en (3) se obt iene la ecuación que se ind i -
ca en la F ig . 6 ,7-2. 
6 ,7 -3 . Tubo -Ln{¡¿n¿to con gzmnac-C6n de. calo* Q„ = c í e . 
Cumple la ecuación , Uq. í.,1-3 
?J 4 Y 93 - i "53 _Q„ 
T,T1 N í t <* •« TL (1) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel de grado cero 
, » C ti- -A- -i 1 »« Q, 






con la inversión 
13") 
Resolviendo la ec . (2) con T = 0 en t=o 
^ . o U . ^ r - ^ - « ^ ( - « í i 1 ^ ) fea) 
y sust i tuyendo en (3) se obt iene 
T( t, i ) - É-C. 3 , Sustituyendo ?H.o(taO Cíe. 3 a)
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con _ £ • _ _ 5¡B fe 
y ii son las raices 
6,8-1. Tubo ¿.¿n-t-to con ge.nejia.c.¿6n de calo*. (U* cíe . 
Cumple la ecuación 
57t+T %T -BT1 «CBí fe (1) 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,8-1. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel 
-U„.cCWW^l%,£0 (2) 
con la inversión de fu,t> dada por la ec. 6,7-1 (3) y con los valo-
res de C°(.Í;T) y raices 4; del apartado 6,7-1. 
Aplicando a la ec. (2) la transformada finita del coseno de 
Fourier 
-Otf) 7*(«t^. i g-4 fe **<nM
 (3) 
con la inversión 
OO 
'H,c c^>»I^g^»^ 
Resolviendo la ec. (3) con la condición T = 0 "Cr0 
donde Vj¡ son las raices de *U^ 0 l i W * a > 
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T ( r , z , t ) = Ec.6,7-1(6) Ec.(4) Susti tuyendo por la ec . (5) 
(6) 
Análogamente para las condiciones de la Fig. 6,8-2 
T(r,z,t) = Ec.6.7-2(3) Ec.(4) Sustituyendo por la ecuación 
equivalente a(5) <7' 
Para las condiciones de la Fig, 6,8-3. 
T(r,z,í) = Ec.6,7-3(3) Ec. (4) Sustituyendo por la ecuación 
equivalente a (5) (8) 
6,9-1. Ei¿e.fia ccn gzmia.cX.6n de. catón. & - cte. . 
Cumple l a e c u a c i ó n 
1T"« T Í I " <t I t te. 
7,TlV >l * ax te. 
con las condiciones que se indican en l a Fig . 6 , 9 - 1 . 
Aplicando a l a ec . (1) la transformada f i n i t a del cero de 
Fourier 
te J t V I L ? 1 - ? J ° ~ te. < u. 
con la inversión , £ = tH1 
oc 
Resolviendo la ec . (2) con T = 0 ~=c 
- 5 0 9 -
£(* , t>«-St [y - i^ ( - * í t - t^ 
y sust i tuyendo en (3) 
T C r . t ^ ^ f ^ ^ H » - ^ ^ ^ 
con f = SJCCt. 
* R 
6,9-2. E¿(5e^ ia con gimn.acA.6n de calón. g„ - ctz y con 
Cumple la ecuaciñn 
v i d "ax te 
con las condiciones indicadas en la Fig. 6,9-2. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita d 
Fourier 
" Jo 
con la inversión (véase apartado 4,8-3) 
donde ti son las raices de ft í; cx^lt*}-vO^-t =o 
Resolviendo la ec. (2) con la condición T = 0 
- 510 -
y sust i tuyendo en (3) 
. ^-t<\»t-t«?^3 (5) 
Ijzmplo b,<)-Z. 
Una esfera de acero de 3 cm de diámetro se calienta en 
horno de inducción con una generación uniforme de \0C (Kiai/
 ft^ 
La temperatura inicial es de 20°C y el coeficiente de transmi-
sión de calor al ambiente vale 2-O 
Se desea co-
nocer el tiempo necesario para que el centro de la esfera alcance 
500°C . 
Datos: fe- te (¡ttfti^.^ 9ri%oo (^\ ^ 0 , 1 2 ^ 
Solución: 
La ec.6,9-2(5) es indeterminada en r = 0 . Hallando el 11^  
mite se tiene 
r->0 Y" ~ ti fc 
Las raices ^ para H } " ft » K > « > ».5.I0"»= WAO'* 
se obtiene por la tabla 1-3(6) Apéndice I 
^R = 0,VJ ^£=4,5 ^«.= 1,1^  ?AC=lo,qo 
Sustituyendo valores se tiene 
Para alcanzar TCe-ft")
 = 49o £L) se necesita un tiempo aproximado 
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CAPITULO 7 
TRANSMISIÓN DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN RÉGIMEN TRANSITORIO 
CON TEMPERATURAS SUPERFICIALES FUNCIÓN DEL TIEMPO 
INTRODUCCIÓN 
En los capítulos 5 y 6 se ha considerado el régimen transí^ 
torio con respecto al sólido, admitiendo que las temperaturas en 
la superficie permanecen constantes, lo que equivale a decir que 
la inercia térmica del medio que rodea al sólido es elevada. Esta 
situación, corresponde a una gran masa de materia o fluido frente 
a un sólido de dimensiones pequeñas. Cuando no existe tal diferen_ 
cia, el medio cambia su temperatura por efecto del cambio de tem-
peraturas en el sólido. En otros casos, varía la temperatura del 
medio por condiciones exteriores, como sucede con el aire someti-
do a cambios atmosféricos o de radiación solar. 
En los problemas que se tratan en este capitulo, se admite 
que el coeficiente de transmisión de calor por convección y radi£ 
ción permanece constante y con un valor poderado en el intervalo 
de temperaturas de cada problema particular. 
Los cambios de temperaturas superficiales aumentan la com-
plejidad de los métodos de cálculo respecto a los desarrollados en 
los capítulos anteriores y también aumenta el número de casos y 
aplicaciones. La ecuación que representa la transmisión de calor 




y las funciones del tiempo en las temperaturas superficiales se in 
troducen en las condiciones de contorno, tales como "TsCO para 
la superficie del cuerpo o ^ / ^ -i Vfe^1- ^ ^ donde \{£) re-
presenta la temperatura del fluido que rodea al sólido. La presen-
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cia simultánea de generación de calor conduce a la ecuación 
V(tevV)-- 9<v&-Q (2) 
donde Q puede ser constante o función de la posición y/o del 
tiempo. 
El tratamiento de cálculo que se da en éste capitulo cubre 
múltiples aplicaciones, por la generalidad de las transformaciones 
de Fourier o Hankel combinadas con las transformaciones y convolu-
ciones de Laplace. Aunque los casos desarrollados se refieren a la 
ec.(1), cuando existe generación de calor, las soluciones se obtie 
nen cómodamente con las desarrolladas en los capítulos anteriores. 
La generación de calor en la superficie por flujos térmicos varia-
bles y régimen transitorio puede resolverse por el mismo procedi-
miento, pero su cálculo se incluye en el capitulo 8, por razones 
de sencillez y generalidad que el lector observará fácilmente. 
7.1.1. S6LLdo ¿e.mí¿n^n¿to con te.mpiKa.tun.ai &upe.lí¿c¿a¿e.¿ ¿unc-tfin 
del tiempo. 
Cumple la ecuación 
(1) 
z ÍO 
con las condiciones 
T- o o ¿ x ¿. oo 
\ „ W X-O X70
 (2) 
T- 0 X= oo *70 
a p l i c a n d o a l a e c . ( l ) l a s t r a n s f o r m a d a s de L a p l a c e 
Y s i por l a s c o n d i c i o n e s (2) ( T < ^ T , 0 = ° r e s u l t a 
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4£W=If(¿) (3) 
Resolviendo la ec.(3) por transformadas de Laplace haciendo: 
y por la inversión de -fCpi 
La ec.(4) puede escribirse 
Para yt=co Ifé) vale cero y <-> =o y en X = o L\.Txo(.t"i}=C». 
y 
y si la inversión 





y por la convolución de Laplace se obtiene la expresión de Duh£ 
mel 
Je L\j5~u(-t-t*)^ Jo ** ^ V f c ^ Ü 
(6) 
Haciendo el cambio de variables t-t*« -^-r.', **** 42E>íCVÍ^ Aí 
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(8) 




 i r T*^ «-Vfrfl A4~ i í~*° írt^HO^ (7) 
a> si T*.C$ *"fc.t Fig- 71_1(a) 
y si 
donde íerc í V l ^ ) es la función de error complementaria de */4j5t 
véase Apéndice 1-6. 
b) Si T=Ta para o¿t y "T-Tx„ para t >o por 
la ec.(6) 
c) Análogamente para T<.ft)« T*,, t^ 1 K*l.2,í- t^.7,|-l(c) 
si 
TU-t) - T X D rC%*i) e ^ Í-7 fcc* ¿ f e - t ^ í * r e ^ 
Los resultados anteriores pueden obtenerse por aplicación de la 
transformada del seno de Fourier si bien en algunos casos la in-
versión puede presentar expresiones más complicadas que las obte-
nidas por la aplicación de la convolución de Laplace o aplicación 
de la expresión de Duhamel. 
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7,1-2. Sólido ie.m¿¿ní¿n¿to con te.mpiKa.tu.iaj> 6u.pe.Kdicia.lzi pejU.6d¿ 
cas. 
Cumple la ecuación 
ID - S m 
con las condiciones 
Con los resultados del apartado 7,1-1 la solución puede obtenerse 
por distintos caminos. 
a) A partir de la ec. 7,1-1(7) se tiene 
(3) 
y si 
b) Aplicando la inversión de la ec. 7,1-1(5) 
y si 
r , o S CmT + UJ u*^ 
por el teorema de la inversión, Apéndice 1-4 
SY-uw (6) 
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Realizando la in tegración de (6) en e l campo complejo 
(7) 




con la inversión 
(9) 
Aplicando a la ec.(8) las transformadas de Laplace 
^ ) = 1 \Jrti& »*(.*¥>*$ 
y por la inversión de fte) teniendo en cuenta la convolución 
de Laplace 
í* ( < T > l a T4 eM Cr>[w(T-tH]«^(-4£'-í»)<U* 
Mñ ' J , ' ( 1 0 ) 
(11) 
y por aplicación de la inversión (9) y realizando las integracio 









3 J-> 0 o¡ a E o 
*> ai C 
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Como puede observarse la aplicación de los distintos métodos condu 
ce como es lógico a los mismos resultados. De las ecuaciones (4) , 
(7) y (12) se desprende: 
1. La aparición de un término exponencial transitorio que 
desaparece cuando el tiempo aumenta. 
2. La temperatura es oscilante con amplitud decreciente da 
da por la expresión 
donde A es la longitud de onda X=£IL -i'itó sien 
do f la frecuencia ui/nr . 
3. Se produce una disminución de la fase dada por,y^^ 
4. La velocidad de propagación dentro del sólido vale 
Ijtmplo 7,1-2. 
Las oscilaciones de temperatura en la superficie de la tie 
rra en una región determinada son de tipo coseno con valores máxi-
mos y mínimos durante un día de 39°C y 20°C si las propiedades 
térmicas del terreno son, Cf* 0,4 (j^/gV), k=o,s A£áA \ ?= isoo^/„») 
se desea conocer: 
a) Ecuación de la temperatura en la superficie en función 
del tiempo. 
b) Ecuación de la temperatura a 10 cm de profundidad. 
c) Flujos térmicos en la superficie y 20 cm de profundi-
dad. 
d) Calor acumulado. 
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Solución: 
a) La temperatura inedia vale 
si el régimen es estacionario 
b) Aplicando la ec. 7,1-2(12) sin término transitorio 
0,A. ISOO 
con una variación de amplitud de 9,5°C a 2,72°C . Si en la 
ecuación de a) coi (o.ife "O -o i 0,2í>t = t 5 mientras que para 
b) debe cumplirse 1 = tTL- ^ Vo.ifc y el retraso de la onda 
térmica 5 - í 1 -A,i)= 1,22.(VC) y para cualquier distancia 
A-t^N/VÜdw-* L a longitud de onda = a^W _ o,S(rn) 
y la velocidad de propagación ^  \|= \Jio(ui = 2,07(c»»v<\ 
c) Por derivación de la ec. 7,1-2(12) sin término transitorio 
En X=o y "T=o (régimen estacionario) 
En K«0,\ y t=c (régimen estacionario) 
V^' (0,1,0) 
1,-12. 




Q(¿) _ 1. (\,%. 0,5. tt,S [u>c, (oact")- u*i (o,atx)]- 1 «*f>(- x ^ T ) 
y para x = 0,1 
7,1-3. Sólido &e.m¿¿.n{¡¿n¿to con convicción íuncifn dzl t-tempo. 
Cumple la ecuaci6n 
con las condiciones 
T=o o¿y< oo tío 
fl = aKCt-U-¿5) *=° *>° 
(2) 
y to es la 
temperatura del fluido funci6n del tiempo. 
Aplicando a la ec. (1) las transformadas de Laplace 
donde 





y por la inversión de f(p) 
f CS") = A cosU(J| K) + B ^ | «~Ullr *) (4) 
Si ~T=o en Í.-00 i o s términos exponenciales positivos de ccí'^  
Y iUvW no deben intervenir en (4) y 
C(<^C,M\>H|*)
 (5) 
con las condiciones en x = 0 
y sustituyendo en x = 0 
c.y fCs)„A-axUU-01 q= 
(6) 
y sustituyendo (5) 
y finalmente 
Si 
por la convolución de Laplace la ec.(6) toma la forma de las ecua 
ciones 7,1-1 (6)-(7) sustituyendo %,„ por t> 
a) Para t.tx)=Qi = \;0 L U o > W s 
TCy.i) = L- Lg**s iA(->(| 4 (7) 
Por las tablas de inversión. Apéndice I, tabla 1-7(115) 
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Tí 
La ec.(8) es la obtenida en el apartado 5,1-3. 
* 
b) Si t„(x) - {„ oo (UT- <f) 
y Si CosCut-^= GoS (cú"¿) tmH-V StM.(.iOX) W ^ 
Aplicando a la ec.(9) el teorema de la inversión 
* L " fcnWlW*W P
 (10, 
El primer término del segundo miembro corresponde al estado esta-
cionario mientras que el segundo término transitorio. Lo mismo que 
en el apartado 7,1-2 se producen cambios de amplitud y fase de las 
ondas de temperatura en función de la distancia x . 
Ej&mp¿o 7,7-3. 
Un bloque plano de acero que se encuentra a 20°C se calien 
ta con una masa de gas que inicialmente tiene 20°C y aumenta 
100°C/h , hasta alcanzar la temperatura de t = 550°C . Las propie 
dades térmicas del acero pueden considerarse constantes 
?íl«oo (íH/v?") ^=0,11 (*tML/vc«l,t),fe-l%0^^ El coeficiente de 
transmisión de calor vale loo í*^/ -1 »\ .Se desea conocer: 
a) Las temperaturas en función del tiempo en un plano de la 
masa de acero situado a 25 cm de la superficie. 
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b) Flujos y gradientes térmicos en la superficie. 
Solución: 
a) Aplicando la ecuación 7,1-3(6) se t i e n e 
H W > Vs1 y por la invers ión de L"'\. 1 t ab l a 1-7(117) 
Apéndice I 
L
~'t 1 ' -^"K 0""^^!!^^^) +8k.-wv*x0 krc _x 
y s i l W y f c ^ « ^ M -1 í t r*yi 
.e*b Cl,n +a,í.ftT) í e * W ^ ^i.covfc)] 
Para r = i(W) T(o,lS, ¡) - l o 0 . 3l«; - u c ^ 
para T^(VC) T C o . l ^ r 510-1S = 4*$*C) 
b) El f lujo térmico Vale 
teniendo en cuenta que i- Uerc f - ^=A; ~ fcj£j> (-xV4a"¿) 
y derivando la expresión an t e r i o r 
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-dt^cav-nal*) í ^ l ^ ^ V g p "rt-íífe4*-*^-
Para x = 0 f««. (*/l>í"H' 
Para r = 1 hora en x = 0 
El gradiente térmico - BjY. - y e n x = O y " í = l 
Ejemplo 7,2-2. 
Una pared plana de 10 cm de espesor inicialmente a 0°C 
tiene una cara aislada mientras que la otra cara se calienta a una 
velocidad de 500°C/h . Al final de cada hora la temperatura se ba^  
ja a 0°C y se repite este proceso durante 6 horas. La difusivi 
dad térmica del material es de d- 0,002. ^ ^ . se desea conocer la 
distribución de temperaturas en la pared a los 45 minutos . 
Solución: 
a) Considerando una pared de 20 cm de espesor calentado por las 
dos superficies se tiene el caso de una pared de 10 cm aisla-
da en una de las superficies, obteniéndose la ec.7,2-l(7) con 
TiCs) ="Ti(t") y para un tiempo t la temperatura en la super-
ficie vale Soo-t donde x s e expresa en horas. 
La inversión LT'l—*-*—•.' A^ 1 aplicando la convolu-
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Sustituyendo en la ecuación de inversión de la transformada finita 
del seno de Fourier 7,2-1(4) 
Puede apreciarse la aparición del término transitorio exponencial 
con el término periódico en t. L*= 0,2.0 v»v v 4 - 'nvvv 
7
 ~ U 
Para •4'á(tTv¿n.) = ofjsO^ 
En p a r t i c u l a r para l a supe r f i c i e a i s l ada *~^j 
7 , 2 - 1 . VaKzd plana con tzmpciataiai ¿upe.il¿c¿ale& {¡unción dzí í-tem 
pe. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
•2HJ = 1 SI 
•ax1 <* s t (X) 
Con l a s c o n d i c i o n e s 
T^ o OÍ x < L, 
T--T,C¿) x ^ o ^ "
 ( 2 ) 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del seno de Fourier 
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- í (3) 
con la inversión 
TU,t>- ^ ^ «^CWÍrtt.^ t » ^ x (4) 
Ljt i— 
Aplicando a la ec. (3) la transformada de Laplace f&)= \ fíft^-St)*! 
(5) 
-<* t*tt*) +LU<0r«w-t<rT»w)1* SUSÍ-A. 
(i****) (6) 
En X^o t W ' O A"° 
y por la inversión de f(s) 
y por (4) 
TC*tf« { I **M L-'piZghHV^
 (7) 
Como puede observarse a partir de la ecuación (7) pueden obtenerse 
soluciones para distintas funciones "TiCt) y T2(x) con simple mane-
jo de las transformadas de Laplace y sus inversas. En el apéndice 
se incluyen tablas de Laplace para soluciones que presenten mayor 
complicación. 




d) Si la temperatura inicial a 1r"t* es 7- T(y) el valor de 
A en la ecuación (6) vale 
A= 1 -r(x*) «m.^x:)Ax1 
J o 
donde las primas se introducen para evitar equivaciones en la 
inversi6n y la solución teniendo en cuenta la convoluci6n de 
Laplace, conocido en transmisión de calor como teorema de 
Duhamel. Si 
Jo ° 
y la solución toma la forma 
- 532 -
*-•% L- U
 0 J (11) 
E^empío 7,2-7. 
Un recipinete destinado a contener sodio a 500°C tiene 1 
cm de espesor de acero inoxidable con propiedades ?= ~!$oo \£*k/^ 
0,= 0,U fcteí/{.'t) fe= 2.0 ^ >J./vvvwt.') Antes de introdu-
cir sodio se calienta con gas inerte hasta alcanzar 100°C y pos-
teriormente se recicla sodio con temperatura de 100"C aumentando 
200cC/h hasta alcanzar 500°C . Si la superficie exterior se man-
tiene aislada, se desea conocer 
a) Temperaturas en la superficie aislada en función del 
tiempo. 
b) Gradientes térmicos en la pared. 
Solución: 
a) El problema puede tratarse como una pared plana infinita con 
coeficiente de transmisión elevado por tratarse de sodio fundi-
do, buen conductor del calor. Por la ec. 7,2-1(8) se puede con-
siderar una placa de 2 cm de espesor calentada a la misma tempe-
ratura en las superficies interna y externa y 
para valores pares de m los términos son cero y para valores im-




 = . k =o.oil 
Dando valores 
TC>1") = loo +300 = ioolfc) 
T G . Í ) - l°° +4OO = 5ootc) 
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Es decir que prácticamente la temperatura de la superficie aislada 
sigue las temperaturas de la masa de sodio. 
b) 
® t"r-¥B wW[ , -¿«( ' -"« , l 
para x = 0 
1
 w.=i V l * ' 
7 . 2 - 2 . Va.Ke.di plana, con te.mpziatu>ia¿ ¿upeKí¿c¿a¿e¿ pei-L6d¿cai>. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
?3 - » 2J 
Í X 1 " d ?>X ( 1 ) 
con l a s c o n d i c i o n e s 
T="YXocoi(iOx) *=o t ? o (2) 
T=o *=W X>° 




con l a i n v e r s i ó n 
TCX^> ^ Y ^ U Í H F H Í , ^ ) (4) 
Reso lv iendo l a e c . ( 3 ) po r t r a n s f o r m a d a s de L a p l a c e , t e n i e n d o e n 
c u e n t a que L [ K > S ( U 3 T ) > ^ ^ donde í(s) = p ^ ^ í * ^ - ! , * ) At 
y s i en "t=o T=o por l a i n v e r s i ó n de tCO 
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f ^ ^ L - ^ n , ^ . ^ ] (5) 
Por la convolución de Laplace 
Jo 
(6) 
y por la inversión (4) 
Oo -i 
*"=' (7) 
La ecuación (7) exige una aclaración respecto al tiempo. Al poner 
t*-o en el limite inferior de la integral aparece un término 
estacionario que corresponde a un número de periodos completos 
que en las ec.(6) y (7) se ha simbolizado por Wte y un tér 
mino transitorio comprendido entre el tiempo cero al tiempo ~t 
en que comienza un nuevo ciclo. Si en la ec.(6) se hubiese coloca 
do en el limite inferior otro tiempo ti éste correspondería ha£ 
ta alcanzar el periodo cíclico y asi la ecuación (7) para un tiem 
po Xf = "tc-+c puede escribirse 
(8) 
La ec.(8) pone de manifiesto la propagación ondulatoria de las tem 
peraturas con cambio de amplitud y fase, aunque se ha omitido la 
fase inicial por comodidad de cálculo. Si fuese cos(uyc±*f) 
la expresión (8) presenta términos con oos>< Uní 
El tratamiento anterior se extiende a cualquier función pe-
riódica. El tratamiento por aplicación de las transformadas de La-
place se base en que la transformada de una función periódica es 
de la forma 
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T(-t) Wb(.st)dt 
LLTCt)> tCS>* i* — - (9) 
donde tp es el período. 
La ec.(10) con la ecuación general del problema en términos 
de la transformación de Laplace conduce a la inversión general 
?(s)íyf(-svOAs (10) 
La ec.(10) se resuelve por integración en el campo complejo en la 
forma que se ha indicado en capítulos anteriores. 
Por cualquiera de los procedimientos anteriores se obtienen 
soluciones para perfiles de temperaturas, de ondas o fracción n 
de ondas, cuadradas, triangulares, funciones trigonométricas, o 
cualquiera otra. 
7,2-3. Paied plana con tempeíataiat ¿upen.éJ-C¿ale¿ y geneíaclón de 
caloK du.nc.L6n del tiempo. 
Cumple la ecuación 
*
IT _ i ai -o? (T) 
3 y i el 7}Z \¿ ( 1 ) 
con las condiciones 
T - o 
T= T,C-t) 
T-M*) 
Oí X< \_x 
X = o 
x^Lx 
t < o 
tyo 
tyo 
Aplicando a l a ec . (1) la transformada f i n i t a del seno de Four ie r 
donde 
con la invers ión 
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OO 
Tfc, *) « f T ^ lí*) Tí (S,t)
 (3, 
Resolviendo la ec.(2) resulta 
La ec.(4) presenta la misma generalidad que la ec.7,2-l(7) y los 
problemas con generación de calor función del tiempo se tratan 
cómodamente añadiendo a las ecuaciones de los apartados anterio-
res la inversa de la función t<, (s¿) 
- a) Para T,Cx}_l, t ~V1CT)=~V1-C % *• 
La solución es l a ec . 7,2-1(8) introduciendo en la expres ión 
entre corchetes e l término 
i*£tat,c-*ex)
 donde sa^o^ 




con t= (lv*+,")f 
- c) SÍ -%(?}=-% «bC-V.1") 
Ejemplo 1,1-1. 
Un material plástico en forma de placa plana de 1 cm de 
espesor y difusividad térmica ?. lo"4 fa>/V) en las últimas 
fases de polimerización genera calor según la ecuación 
10"4 exf>(-7*) (kc*Vwms) donde t se expresa en horas. Inicial-
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mente la temperatura del material es de 85°C y se enfria con una 
corriente de aire que mantiene las superficies de la placa inicial_ 
mente a 20°C y por acumulación continua del aire las temperatu-
ras superficiales aumentan 20°C/h hasta alcanzar 60CC . Se desea 
conocer la distribución de temperaturas en el centro de la placa en 
función del tiempo. La conductividad térmica del material vale 
0,2 C^toVWm'c') 
Solución: 
Incluyendo en la ecuación 7,2-1(8) el término de 7,2-3 
Dando valores con los datos del problema se tiene para Lx=o,oi >~>. 
A (í»»,^ !^ Teniendo en cuenta que 
V í^¡ ~ a*s i" "* 
Para \ « \ CW) T ( \* , «> "?5,S ("<:) 
7 .2-4 . P<t*ed piaña con convecciín ¡/ te.mpe.>iatuMLi pzfi¿6d¿ca.6. 
Cumple la ecuación 
W á «t (1) 
Para T=o en o¿x¿L x y t ¿o pueden cons iderarse d i s t i n 
tos t ipos de funciones pe r iód i ca s . 
a) Temperaturas t0 UD(W¿) F ig . 7,2-4 




 2T - k (-T--U cosluvtj) XrU t 7 0 
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Aplicando a la ec.(l) la transformada finita del coseno de Fourier 
y si (¿ son las raices de Si ^<J.( V*Lx) = -r -ax 
Se obtiene la ecuación 
con la inversión 
Aplicando a la ec.(4) la transformación de Laplace 
- ÍL2 « & + a* -Ve tos C^ clx) -£-*• = I « 9 
¥ & (s + °i Sf) = d ax -t0 cosita*) - 4 - ^ 
y por la convolución de Laplace 
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7,3-1. Rectángulo con tempe>iaXuA.a¿ en ¿06 ¿ado¿ ¿unc-tán del tiempo 
Cumple la ecuación 
?Xl 2^ 1 i'ít 
Si T-O O t x i U Oí-y^V "r¿° 
(1) 
(2) 
Aplicando a la ec.(l) la transformada finita del seno de Fourier 
- í1 í|(U^+tV(t)-(r>rTuM] 4 *M . ^ (3) 
con la inversión 
00 
TC*.7¿)=i £ s*U«> &(«.>.»)
 (4) 
Aplicando a la ec.(3) nuevamente la transformada finita del seno 
de Fourier 
con la inversión 
f*(í,v.*>=f f Mi*)I*«.v&
 (6) 
Resolviendo la ec.(5) por transformadas de Laplace y teniendo en 
cuenta que T = 0 en t = 0 
Kft=LtvC*fcto-tO%vTw(T-)')^^(^tó-C-^T^)! _ > ^Ux1] ti) 
donde C("0 es la función del tiempo de los términos entre cor 
chetes y 6*= i 1 ^ 
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y por l a s i n v e r s i o n e s (6) y (4) 
oo _oo 
nw> * • t . l V «^< M^^-^f]
 (9) 
Vrv-i V^o 
con <^ _ 'ív^m ^ - ( i n ^ n . o"1^ tSvi'1 
La ecuac ión (9) p r e s e n t a nuevamente l a p o s i b i l i d a d de t r a -
t a m i e n t o de d i s t i n t a s f u n c i o n e s de t 
y l a i n v e r s i ó n 
y f i na lmen te 
. (10) 
b




7 , 3 - 2 . Rectángulo con íenpcA.a-tu^ia¿ cu -toa ¿ado¿ ¿unc-toncó pe*-í¿ 
d¿ca¿ dzl -t-tempo. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
§11
 + § Ü - i » l í y 1 *Y*~ «í»T (1) 
Para temperatura T="T (x,v) en t<o 
Aplicando a la ec.(1) dos veces sucesivas la transformada finita 
del seno de Fourier se obtiene la ecuación análoga a la 7,3-1(10) 
del apartado anterior 
K 5 )
- S
 + 4 6> (2) 
Con el valor de A 
A= \ \ TOí.V) S&rvC$X>^vi(v¡y)<AyAv ( 3 ) 
y por el teorema de Duhamel o convolución de Laplace en forma anS^  
loga al apartado 7,2-1(d) la inversión de (2) 
Jo ^ (4) 
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a) Pa ra T=T(y,-fl=o en T<o A = o F i g . 7 , 3 - 2 ( a ) y s i 
T*01¿) == "**<, Cos(w¿) X=o, T u CQ = TLv eos(u)^ x^Lx t > o 
La expresión L Lc^)] de la ec.7,3-1(7) vale 
y la inversión de Laplace correspondiente a la ecuación análoga 
a 7,3-1(8) teniendo en cuenta la convolución y la nomenclatura 
7,2-2 
ir' \ c(r¿) ~\ = — ! leñero (una
 +tJj !Jtn(u5-t^+o(67(exb(-oic»',T.)- exb(-cteV)\ 
(5) 
y por las inversiones de las transformadas finitas del seno de 
Fourier 
OO po 
siendo í ^ f Vj=fe>v^ -E 6?= f+^ 
Obsérvese que s i en x = 0 ^"xoCz)=T<0 p a r a t>o se 
t i e n e e l c a s o de a l e t a s r e c t a s con l a s c o n d i c i o n e s . I g u a l m e n t e 
se o b t i e n e o t r o s c a s o s con l a d o s a i s l a d o s §T-o 51 -n en f o r -
ma cómoda y de f á c i l a p l i c a c i ó n . 
b) S i \u=o y Tiyao se t i e n e l a e c . (6) s i n \^ yTi^ 
7 , 3 - 3 . Rectárt£u£o con conve.cc.to'n i/ te,mpe.'iaXu>ia& pe.fL¿6di.c¡i6. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
?>X!T ?>^~ dL?>T ( 1 ) 
- 545 -
Si se tienen las condiciones, Fig. 7,3-3 
(2) 
51 _ trr *- o v= o t>« 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del coseno de Fourier 
con la inversión 
T(X,HA- a t K ^ - í ^ ' ^ (4) 
donde <XX = "i2< y f¿ son l a s r a i c e s de ÍL ^ ( ^ L x ^ O, 
fe 
Aplicando a la ec.(3) nuevamente la transformada finita del 
coseno de Fourier 
" ( * ; + V)?) ££(4VJ ^ /f) +a 7 t„u^uri) cat(.^ L/) -v a¿L, itvituiLy) c o ^ U ) » ^ ^ ) (5) 
con la inversión 
V S Y 1 ) - ^ ^ . ^ ^ (6) 
con las raices de ^j íiHOliW)51 <*y 
Aplicando a la ec. (5) la transformación de Laplace y te-
niendo en cuenta que T = 0 en ~t = o 
sHuj1 L *)j -> (7) 
S _J 
Por la convolución de las funciones SHUJ1 ' s*+i¿2 como en el 
apartado 7,2-4 y sustituyendo en las inversiones (6) y (4) y no-
menclatura del apartado 7,2-2, 
Una columna de seccidn rectangular de 0,5.-0,30 ha 
sufrido 10s efectos de un incendio con las caracterlsticas si- 
guientes. Se han producido 3 ciclos consecutivos de 5 minutos 
cada uno con variacibn de la temperatura ambiental en forma de se 
mionda senoidal con un valor mdximo de 700°C . Dos caras contl- 
guas de la columna estaban situadas en el ambiente del incendio 
mientras que la5 otras dos caras se hallaban a un medio ambiental 
a 20°C . . Con un coef iciente de transmisidn de calor de 5 (h\kdp;) 
La temperatura inicial de la columna era de 20°C . El coeficien- 
te de transmisidn de calor medio durante el incendio se estim6 en 
40(k&hd%) Las propiedades termicas medias del material de 
la columna son 
p =  asoo (q/(m3) k = 5 [ke~~, , . , ,~)  cp = 0.30 (u&\ 
Se desea conocer: 
q*) 
a) Distribuci6n de temperaturas en funcidn del tiempo en la sec- 
cidn recta. 
Solucidn 
a) El problema puede tratarse por :superposicidn de 10s cam_ 
pos de temperaturas debidos a considerar la columna condos caras 
contfguas aisladas en el ambiente a 20°C y dos caras en el am- 
biente del incendio, en ambos casos con la misma base de coordena 
. das 'y tiempos. 
para la columna en el ambiente a 700°C se aplican las con 
sideraciohes del apartado 7,3-3 donde el tCrmino to CDS(UZ) se sug 
tituye por t o  seM n 5 donde TP es el tiempo correspondie~ 
te a una semionda y 4p el tiempo comprendido entre 0-3 j =.he se- 
miondas +% 
La convoluci6n de Laplace aplica a la inversidn de F(S: es 
y sustituyendo en las inversiones 7,3-3(4) y 7,3-3(5) y si a x = %  
G i X - 4  O-yLg=brLy=l ,4  
Las raices (; y 7; Apendice I talba 1-3 (5) 
En particular para X = Y = o  y en el tiempo total de 12,s m& 
nutos 7r= 21s0A~ h b  4(\ I ws @ -14 = o y la ecuaci6n an 
























































































































































































































































































































































































































































































7,4-1. Paia.le.te.plpe.do con tempe-iataiai en ¿a¿ caia¿ ¿unción del 
tiempo. 
Cumple la ecuación 
T>Yr ~b^i ÍZ1 el Wt U) 
con l a s c o n d i c i o n e s F i g . 7 , 4 - 1 
TV o O ^ x í L v o¿V¿L v o<-zX\_z t < o 
y p a r a t o d o s "£>o 
Apl icando a l a e c . ( 1 ) l a t r a n s f o r m a d a f i n i t a d e l seno de F o i r r i e r 
-ef^^^^vll^fl^^o^vc-o-T^.if
 (2) 
con la inversión 
Lx '— 
Aplicando a la ec.(2) nuevamente la transformada finita del seno 
de Fourier 
con la inversión 
^Ct,^,^=ay ^M^'Cí.v.^ ' (5) 
Aplicando a la ec. (3) nuevamente la transformada del seno de Fou 
rier 
^ r [ T . w - e > ? w ] - i ^ (6) 
551 
Aplicando la transformación de Laplace a (6) 
SH=ly<? SlH ^  (7) 
donde 
L S+ot y¿J 
y por las inversiones correspondientes a z , ec.(5) y ec.(3) 
Kw*~-rrc Í I Í ^ U ^ W M L"t^ Q]
 (8) 
' W\=J, »\ro \>=0 
* ) s i T u C ¿ ) = T U / W = T ^ ) ^ o F i ^ - ^ 4 - 1 (a) 
y l a inversión 
(10) 
c o n t a i c » >] = ( a v ^ l V=fy*0T ^ í ^ v j H V 1 
b) SÍ T^ct^ l^c^-^wW»- F i g - 7 ' 4 ~ 1 ( b ) 
y la inversión 
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Cta oo oo 
T(>,V,7,^=-?— y y y ^ ^ « ^ M ^(TI) A, 
' >"-i n.o, p=o 
(11) 
7 , 4 - 2 . Va.tioile.le.pipe.do con tempeh.atu.iai pciiódtcai en tai caini 
Cumple l a e c u a c i ó n 
T^x ^-¡7 VJ-1-^ OÍ?K (1) 
Para las condiciones 
^I.CXV"^ CoUure; V \ ^ T S . T L ^ 0 (2) 
La solución de la ec.(1) es como se ha visto en el apartado 7,4-1 
Oo oc Oo 
TCX.^XW-Í-—y y y ^ t ^ ^ i n ^ M ^ u ^ S p ) 
L x L-J L-z Z_ Z_ ¿_ lsH<¿t¿j 
Para las condiciones (2) y por las propiedades de la convolución 
de Laplace 
y la solución es la ec.(3) sustituyendo los valores de la ec.(4) 
7,4-3. Paia¿eíepípedoi con convección y te-tnpeia.tan.ai peitódícai 
Cumple la ecuación 
•¡a
 + £i +'23 »-iai 
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-a) Para l a s condiciones 
T = 0 0 < X - í L y , O ^ V ¿ L V | 0¿T.C\.T_ t¿0 
ax ^ 3?.
 ( 2 ) 
Aplicando a (1) la transformada finita del coseno de Fourier 
con la inversi6n 
donde 5; son las raices de í; ^ \$iUt) = a* 
Aplicando a la ec.(3) la transformada finita del coseno 
de Fourier 
-(J*+*lf)í?(*¿,*»i,i^  + S ±o VKi^t) coe^ jiUy^  + &* t„ cos(u3r> cosg;^ u ^iW) 
^3'~ !*£' (5) 
con la inversifín 
iF^v,v^,t)- * Z-^CÍ¡^C^H5Y] (6) 
tv son l a s r a i c e s de *]¿ *^OliWj&Ay 
Aplicando a la ec . (5) la misma transformada de Four ie r 
. u ~ (¡f~vW) + flt^ cos(ftU} *~OliW) Ü ^ I ^ i ¿£f (7) 
- 554 -
con la inversión 
*É 
Aplicando a (7) la transformación de Laplace 
con uí= V+^ ji + T^ y A es el valor del paréntesis de 
la ec. (7) . 
La inversión de Kí) teniendo en cuenta la convolución 
del producto de las transformadas como en el apartado 7,2-2 
^ ^ i l n V ^ - . ^ J ^ 1 co*Cu^H^^(^y^**t>MK1*)] (8) 
y por las relaciones de las raices $1, ^ j X»w y las inver-
siones (7) , (6)y(4) 
+ <lyK«<*l-«H**V " K ^ r ^ h ^ ^ ] (9) 
b) Si la función es ^0 U*v(wt) la convolución de "tf/^ urz) t^ b^ -ol^ t) 
vale 
(10) 
y la solución es la ec.(9) sustituyendo los términos periódicos 
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7 , 5 - 1 . C¿¿¿ndio infinito con tejnpz>iatan.a ¿upzA.¿¿c¿a.¿ función dzl 
tiempo. 
Cumple l a e c u a c i ó n 
con l a s c o n d i c i o n e s 
T=TR(l-) VrR t7Q (2) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel de grado cero 
^ í¿a?«.«tti$ + tiRTatti Ufc$« i <^° (3) 
con la inversión 
donde ti son las raices de 3=(v¿E.)=o 
Aplicando a (3) la transformación de Laplace y si T-o 
y la inversión de (^S) 
T«.otM> = <* «i « T.Cft-tf)l->lU>Wa)
 (6) 
Por la inversión (4) 
UT,t>_ — ¿_
 3CÍ.^ L &+ í ^ ] (7) 
a) Si Tu(r") = TC7: 
- 558 -
* i - *? Ifífi^ ñfe" fe'^^^1 
(8) 
>) SÍ \ t ¿ ) = Tc wyC-V>f) 
Ejemplo 7 ,5-1 
Una bomba centrifuga para circulación de sodio liquido tie 
ne un eje de 4 cm de diámetro. Antes de alcanzar el régimen es-
tacionario en la instalación la bomba se precalienta a 100°C y 
posteriormente se circula sodio inicialmente a 100°C , aumentan-
do la temperatura de éste último en 200°C/h hasta alcanzar 
500CC . Se desea conocer 
a) Distribución de temperaturas en el centro del eje en función 
del tiempo si las propiedades del material son 
^= 3a ( K f c V K ^ 5= i?oo j^fa) ^ 0M ^ / ^ v 
b) Flujos y gradientes térmicos. 
Solución: 
a) Por la ecuación 7,5-1(8) 
OO 
T(T , -£ } - \OO= 1.IOO.<^OYL\ 5i Í T - - 5 f»_ c<V(-o.On C ^ 
0 , o l ¿ - 3,(?-|A 0,027 í i T \ 0,011 tf\ ' v / 
donde <¿ = £? = 0,037 
Las r a i c e s de &C&IQ son Apéndice I , t a b l a 1-3(3) 
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En particular para x- \ CW) 
Para * = ¡Utó ~V(o,a) = 368C'Y 
A partir de las 2 horas hay que considerar el sistema co 
mo régimen transitorio a temperatura constante 
en V:t 
oo 
para ^^ * (W) 
y los grad ien tes térmicos -Y?L\ = l íY • T 
Para 1- I CW> T-.R 
7 ,5-2 . CiLLndxo ¿n^ínlto con tímpiiatuiíu pe.K¿6d¿cat> 
Cumple la ecuación 
a) Para las condiciones 
T= T* tosC">x) r =* "t7° (2) 
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Por la ec.7f5-l(7) del apartado anterior 
y por la convolución de Laplace 
L~T "i *tR \ tos U)(T-X"') ay^C-ot^f)Ax*- J k _ U tí1 losC^-v^i^t^"^ 
- ^ . « . ^ ( - d ^
 ( 4 ) 
y por la inversión 7,5-1(7) y con la nomenclatura de 7,2-2 
T(r,x>= ^dTttV Sk^Lká . _ J N \ =i 
W ^ ^ M ^ - e o ^ e t ^ (5) 
7 , 5 - 3 . C¿L-Lndn.o ¿n{¡¿n¿to con convección y te.mpe.Katun.ai pei¿6d¿cai 
Cumple la ecuación 
211
 + 1 3T i 31 
JT1 T S - t C Í T (1 ) 
a) Para l a s condiciones 
T-o 0 ¿ r ¿ E t <o 
?V=° T=tl "*>« (2) 
Aplicando a la ec. (1) la transformada finita de Hankel 
con la inversión 
*•
 , C )
 R>Z-ftiHoJ) .^Híitf) (4) 
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Resolviendo (3) con T = 0 en r = 0 
f(sV<**U*cB)&<r^. -r^ (5) 
Por la convolución de Laplace 
^H,O ^ip£)~ olRl.CÍ.R') aTV0 I eos [wct-t*) i*b(-dtfi«)A-t* (6) 
Jo 
y sustituyendo en (4) y con la nomenclatura de 7,2-2 
E/emp£o 7,5-3. 
Una barra de 5 cm de diámetro y propiedades 
^ 0,14 (¡^ /v&.eA , ^ 1 (YaA^^\
 | o=i\oo ("4/,^  inicialmente a 20°C . 
Se calienta con un fluido cuya temperatura oscila en forma de onda 
senoidal semirectificada, es decir durante 15 minutos la tempera 
tura varia en forma senoidal con un máximo de 300°C y temperatu-
ra inicial 20°C mientras que en los 15 minutos siguientes la 
temperatura permanece a 20°C , repitiéndose el ciclo durante 4 
horas. Determinar la distribución de temperaturas en función del 
tiempo si el coeficiente de transmisión de calor es de SO í*-^ /,**.1)^ 
Solución: 
La ecuación es análoga a la obtenida 7,5-3 pero teniendo 
en cuenta que la convolución de Laplace es 
donde t¿ es el tiempo periódico, t el tiempo total y te- V 
minutos. Si d. = V§Cp = a/o 14.^ 100 = 0,0016 la longitud de onda ^  
v41H/ = OiisfvYO) y la velocidad de propagación de la onda térmica 
sjiSu) - 0,U.S (^ /W) La ecuación de distribución de temperaturas 
- 564 -
- Gu,
 = k - ?0 _ 2,5 arSir 2.S.O,0^^0,£25 
y l a s r a i c e s ¡Le. Apéndice I , t a b l a 1-3(4) 
*;, R t \,00. £ t R=Vl8 g^a-T,\o ?4fc~\0A'.> 
Sust i tuyendo v a l o r e s en l a e c . a n t e r i o r se t i e n e para T=1,5(v.-. ¿«O' 
7 , 6 - 1 . Ctllnduo {¡tntto con tejnpe.Katu.ia.¿ ¿u.pe.ií¿c¿a¿e.¿ {unctón de.¿ 
ttempo. 
Cumple l a ecuación 
^ L + ÍÍT+%T.*-d«T (1) 
con l a s condiciones F i g . 7 ,6 -1 
T = \ W T--P-
 í > 0 
T=TwtT-) * -W ^ ° (2) 
Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
- ti? fHoUc,i1x) + tvR'TB.et') tt,U:eHy*ao = i M H £ (3) 
i?1 <* "ñr 
con la inversión 
donde S?u son las raices de ^¡>(.ílÜ)-o 
(4) 
- 565 -
Aplicando a (3) la transformada finita del seno de Foarier 
V» -* o». 'ft'C 
con la inversión 
con vj= (a*\+^ B. 
Reso lv iendo l a e c . ( 5 ) por l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e 
+ * V.*M«J,T) - JT^ s + o l 6 x 1 
S u s t i t u y e n d o (7) en (6) y por (4) 
oo ce 
T(T , - Í -£\-J± K 'SÜSh íL&u .Oa-z} L - ' Í U A , ^ *lUzCOJl (8) 
a) F i g . 7 , 6 - l ( a ) . S i T L l ( .T> T L ^ T » C t ) » \ t \ ¿ t ) « " V t 
L
"' tliáStó' ^ ^ f e - ^ ^ H ^ ] (9, 
<¿ son l a s r a i c e s de I»(i tfdso 62= %?+*{ \*-[?™*%\ 
b) F i g . 6 . 7 - l { b ) . S i T B ( x } - TRtt*fC-W¿), T^fc)*:!",* fa^CÍ) 
- <u^ , C- cxfy . / £ _ [w^_* e»t) - i*f t-*T>] d i ) 
y finalmente 
Un recipiente de acero de 1 m de dihetro y 2,5 m de 
altura, almacena un producto orgdnico que funde a 94OC' y sus pro 
piedades son = 0 s  (k~.L/~.t) , 9 .%so b/), h= 0,6 La altura 
del producto en el recipiente es de 2 m . El recipiente se -lien 
ta por el exterior con resistencias elSctricas.adosadas a la su- 
perficie. Se desea conocer: 
a) Distribucibn de temperaturas en el eje vertical del recipfente 
cuando las temperaturas en la superficie exterior aumentan li- 
nealmente 50°C/h hasta alcanzar 94OC con una temperatma 
inicial de 20°C . 
b) Flujos tdrmicos. 
C) Calor almacenado en el producto en funcidn del tiempo. 
a) ~ i . e l  calentahiento del recipiente tiene lugar tambi* por el 
. . 
fondo y se admite que la caida de temperaturas a. travss del ace 
- ro es despreciable el problema se trata conk un cilindro de 4' m 
de altura que por simetrSa equivalente a en z = 2 m . Apli 
'bz 
cando la ec.7,6-l(10) se tiene 
7,6-2. C i f i n d a o  d i n i t o  con  t e m p e ~ a t u l t a b  p e a i b d i c a b  . 
Cumple la ecuacidn 
' 3ZTt \ a l+a3 -  \ -  
af t  T ~ Y  azl-2E . (1) 
a) Si se cumplen las condiciones 
7= o ocr c(z o c z d h  ^Lm 
Aplicando la inversi6n 7,6-l(8) del apartado anterior 
Teniendo en cuenta la convoluci6n de Laplace 
y sustituyendo (4) en la inversidn 7,6-l(81 y con la nomenclatu- 
ra 7,2-2 
aonae ; son las raices de s~($LQ)=o 6'= <:+y, ,.,= @~+I)E 
Lz 
7,6-3. CiLindao d i n i t o  con c o n v e c c i 6 n  y t empeaa tuaa  p e h i 6 d i c a b  
Cumple la ecuaci6n 
- 568 -
?? . i 31 „, '51T _ i 2T (1) 
a) S i T^o 0<Lx¿P- Ort iLi x<o 
r.o 17o, ^ ^ O-T(T-JC0COS,CÜ5-C>)) TrR. t>c 
ÍT -O '-° -'"| ^JT 
"SZ 'BI 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel 
~tf *«.otíl.^TÍ)+M.tíi^ar^a)S^^+|WS¿[^s (3) 
con la inversión 
^ '
 ,X> " R' Z_ (¿Han 3„\ícB) (4) 
donde £; son las raices de & 3 , (&£)-=Cir3„(£cC5 
Aplicando a (3) la transformada finita del coseno de Fou-
rier 
^ 4 AJÍ 
(5) 
con la inversión 
donde Vij son las raices de VjjtaO^L^-cu 
Resolviendo la ec.(5) por transformadas de Laplace 
c.1+101 L *Ü v " ' (7) 
Teniendo en cuenta la convolución y las inversiones (6) y (4, 
- 569 -
pT^5 I r T (8) J 
Ejzmplo 7,6-3. 
El catalizador para una reacción química en lecho fijo es-
tá constituido por pastillas cilindricas de 5 mm de diámetro y 
5 mm de altura de un material cerámico poroso en cuyo interior 
se ha fijado el compuesto activo. Para homogeneizar el comporta-
miento del catalizador y evitar resquebrajaduras durante el funcio 
namiento en el reactor, las pastillas se someten al tratamiento 
térmico siguiente: Calentamiento en un medio inerte con tempera-
tura inicial de 20 CC y variación senoidal hasta alcanzar 450°C 
en 1 hora. Después de este tiempo se somete el material durante 
3 horas a un ambiente de temperaturas periódicas ley coseno de 
100°C con períodos de 10 minutos. Las propiedades de la pasti^ 
lia son: conductividad media equivalente k= oa ^ C£aVvlm*¿v) , 3= %oo(^\/wi\ 
Q>= 0,IS ÍWcal/v^ frA El coeficiente de transmisión fluido pastillas 
se mantiene constante por control de la velocidad del fluido en 
SO fccAl/ ~¿\ Se desea conocer 
a) Distribución de temperaturas en la pastilla en función del tiem 
po para el periodo senoidal. 
b) ídem para los periodos ley coseno. 
Solución: 
a) Aplicando los criterios del apartado 7,6-3 para el valor de 
Si Q 1 =aT por la convolución de Laplace 
l~'[ ~\ = <4 CU-Ue J.Uití) WvbU) -vcoS.^ ^ ( M Y) «),(-=!S\X-X*) A T * 
- 570 -
y s i 
( S j r * * 
donde "te s. o ¿ . t ^ . t p y s i l a v a r i a c i ó n s e n o i d a l s o l o l l e g a a 1 
hora "£p— A^fC) e ^ tiempo de l a exponencia l e s también t t y 
T Í T 7 r \ - / a n ! V V V COSC^TI 3O(IL-0 
a T =k^ig ^¿so =< = &- = o,ooí6 o^ = ^+vtf-
Para G^ B - l,is las raices de £;fc Apéndice I 
tabla 1-3(4) 
Para CULx =\,XS las raices de v¡iL* Apéndice I, 
tabla 1-3(5) 
*\XX-=°Í\-L ^1^=^,4? ^V-X=ti<t V^l^q.SS 
b) Aplicando la ecuaciñn 7,6-3(8) teniendo en cuenta que V0= »oo 
^^o,«. H.) ^ Í Í f g g | a 
l - l ¿=> 
I^ívQLkCví^íUaiU^Wls-Hli^ 
con o ¿Te ¿\fc
 t •£_>,• per íodos -v j^ 






















































































































































































































7 , 7 - 1 . Tuto ¿nl¿n¿to con conve.cc¿6n y tempziat.u>ia¿ (¡anexión di 
títmpo. 
Cumple la ecuación 
«ET +131= l'ai 
con las condiciones Fig. 7,7-2 
T-O (lo CX ¿Bi t í o 
^ T = a r ( T - t ( ^ T=a. -T7 0 
"E_0 r=te x7° (2) 
Aplicando a (1) la transformada f i n i t a de Hankel 
- fc? ?«,„ ( < ^ +<^Cx") 1 3¿£í iW)
 = JL %? 
« [ U ^ t ^ ^ V ^ 4 Ax ( 4 ) 
con la inversión y los valores de CJC4;T) y raices de C 
dos en el apartado 6,7-1. 
Resolviendo la ec.(4) por transformación de Laplace co 
condiciones de (2) 
y la solución 
T M - [He &I"M(4) Sustituyendo fH,o |>t>r EcWl ( 6 ) 
-a) Si *£r) = to "t Fig , 7,7-1 (a) 
í^olt.t). ^ [ t - ^ - e v ^ ? ^ (7) 
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-P^-jN-T Ec .6 ,7- l (4)Sus t i tuyendo í*,o por l a ec . (7) J 
-b) Si ^ - . U f W Fig. 7 f7-l(b) 
£«,
 0 (*• & = A i » te*b t-4 e x) - ¿*fe t-tii) (8) 
-O SÍ t(t) -A0 eos(w^ 
y por la convolución de Laplace 
"Uy.t")- f Ec. 6,7-1(4) Sustituyendo í«,o por la e c . (10¡^ 
7 ,7-2 . Tubo X.n(¡¿n¿to con con\Jtcc¿6n y te.mpixa.tu.iaHi ^anc¿6n d 
t¿empc. 
Cumple la ecuación 
§ 5 + i ar_i ar 
í t t T T M " * í t (1 ) 
con las condiciones F ig . (7,7-2) 
i - T ^ X>° (2) 
Aplicando a (1) la transformada f i n i t a de Hankel 
575 -
con la inversión, valores de Co^r) y raices i¿ indicados en 
el apartado 6,7-2. 




 = £ Ec.6,7-2(3) sustituyendo í« l0 por la ec. (5) . 
a) Si toCt)=tot Fig. 7,7-2(a) 
f
* ."« i .^ <b£ [x- ¿-^v-e-rOífctfj)
 (6 ) 
T(T,t)= [Ec.6,7-2(3) Sustituyendo («l0 por la ec. (6) (7) 
b) Si tte>te^>(-tl") Fig. 7,7-2 (b) 
S^* £—£**#•<&*>- « ^ t - ^ (8) 
TCtyÉ) = [EC.6,7-2(3) Sustituyendo íu,o por la ec. (8) "i 
c) Si t ® = i* coacto) Fig. 7,7-2 (c) 
TCri"0 - [Ec.6,7-2(3) Sustituyendo í«,o por la ec. (9)] 
7,7-3. Tubo Infinito con convicción y tzmpe.ia.tuia.6 ¿unción dtJL 
tiempo.. 
Cumple la ecuación 
í ? +1 •»! _ I 31 
i r 1 i í f of í t (1) 
con las condiciones de la Fig. 7,7-3, 
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Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel 
-ST^ Ck^ * ^ t^+^Viíl» (2) 
y procediendo como en el apartado 7,7-2 
^ ^ « L ^ j M t i s W ! ^
 (3) 
T( r , t ) ^ [ E C 6 , 7 - 3 ( 3 ) S u s t i t u y e n d o £„,„ por l a e c . (3)] (4) 
a) Si Wf t ) = te«T x^-t) =Wt 
T ( T ¡ T ' ) = [ E C . 6 , 7 - 3 ( 3 ) S u s t i t u y e n d o ?H|0 po r l a e c . (5)] (6) 
b) S i • W - c ^ t e t t^(-c/£) ^(uCx)=^í-vVC-^'¿) 
TCT.t)* [ E c . 6 , 7 - 3 ( 3 ) S u s t i t u y e n d o íH,o po r l a e c . (7)] 
c) S i t R t ( r ) = tBo(_-c)=-t0 co£(u)-¿) 
TCrv^-)~ [ E c . 6 , 7 - 3 ( 3 ) S u s t i t u y e n d o fHi0 por la, e c . (8)"} -
7 , 8 - 1 . Tubo i¿n¿to con conveccctfn y te.mp<L>i<itu.na.¿> (¡mticlón de.1 -C-tcro 
po. 
Cumple l a ecuacifin 







(0 u 3 erat o.
 














































































































































































































































































































































































Aplicando a (1) la transformada finita de Hankel y con la nonencla 
tura del apartado 7,7-1 
con la inversión, valores de G>«;.T) y raices de f; indicados 
en el apartado 6,7-1. 
Aplicando a (2) la transformada finita del coseno de Fourier 
-ItíSV) ípCíirtli^  + ÍL: trfo ^ (.^Li)+aJt-it¿)co ]^¡U>i <g (3) 
con la inversión 
oo 
^ . o l ^ ^ í ) - ^ ^ ^ ^ ^ FVV,>J„t)
 ( 4 ) 
donde Vv son l a s r a i c e s de H'i HOlAo) - a t 
Resolviendo (3) 
f¿ t<¿,»| i rt = I"1 [ L J * i r W ^ Cv]. L ^ + a i t z ^ cos(n. W j_L__} (5) 
donde G¡1= Vi + ^ y por l a s inversiones (4) y 6 ,7-1(3) 
"TC^ti* [Ec.6,8-1(6) Sustituyendo ^ por la ec . (5) 
7 , 9 - 1 . l¿{¡e.>ia con te.mpin.ataia& i,u.pzK{¡Á.c¿a.Le.i¡ {¡andón dtl titmpo. 
Cumple la ecuación 
* , i y r . 1. 33 
con las condiciones indicadas en la Fig, 7,9-1. 
La ec.(1) puede escribirse 
2>rA ^''Í-^TT: (2) 
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Aplicando a la ec.(2) la transformada finita del seno 
Fourier 
- e í l M + t[TTto,tveo-Tt^ = *¡ d¿s
 {3) 
6 
-ñK^-u-rw>-/ | (4> 
Resolviendo (4) con T = 0 en t = 0 
y por la inversión de f(s) 
^H^-L-'^y^ (5) 
y por la inversión de T^ÍÍ,*} 
TCf.-a^  1 7 M H . L-' í Hr^ril^ll (6) 
* tía T l " S + 4 t1 ¿ 
donde <* - tt jvv 
R. 
a) Si TB(;t)r ^X 
con <= "ü-vs. 
b) Si TR(.f) = TB<l^(-Ve> 
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donde t= K£i> 
7 ,9 -2 . tirela con te.mpe.ia.tu.Kai pen,¿6dtcai 
Cumple l a ecuación 
§*T . X 51 - 1 5 (1) 
Para las condiciones de la Fig, 7,9-2 la solución es la 
correspondiente a 7,9-1(6) 
y por la convoluci6n de Laplace la ec.(2) vale 
y con la nomenclatura de 7,2-2 
donde í- "itvn. 
R. 
7,9-3. Eifiena con convección y tempen.atuh.ai. penA.6ai.cai 
Cumple la ecuación 
'ÍT + 3: ?J - 1'2!
 m 
con las condiciones indicadas en la Fig. 7,9-3. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del sene de 
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Fourier 
- St ? H ^ • [ i - r ^ t ) M £ " } * tlCrtí eos U i W ) ^ i « J 
(2) 
con la inversión 
donde $¿ son l a s r a i ces de U í; c t í ^ ^ p ^ ^ CaT-\ = o 
Resolviendo por la transformaci6n de Laplace la e c . ( 2 ) 
y por la convolucifin de Laplace 
Xt l$- xS- "* O-rMo fc*v(fcCj Wtf ^nCujtx-ujcoiCwt^-u) « p C - d ^ ^ l 
L T
 (4) 
y sustituyendo en la ec.(3) con la nomenclatura de 7,2-2 
[ * £ Sbn(u>tV W CoSCwt) +U>(«\»l-A^XiV « ^ ( - d t i 1 ^ (5) 
Ejímp¿o 7,9-3. 
Una esfera de 2 era de diámetro inicialmente a 400"C y 
propiedades ^„
 Ol3o ( ^ n ; ) , 9= 2-3>00(^5) ^= 2,1 (vCí^^t} se 
calienta con un fluido cuya temperatura inicial es de 500°C que 
aumenta en forma lineal a 700°C en 15 minutos. El coeficiente 
de transmisión de calor es de 70 (J^^A*^ *¿) • S e d e s a co_ 
nocer: 
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b) Flujos y gradientes termicos. 
C) Velocidades de calentamiento. 
d) Calor acurnulado. 
a) Aplicando 10s criterios del apartado 7,9-3, la funci6n Ti;; de 
la ec. 7,9-3(4) es de la forma 
donde t o =  100 y aplicando la ec. 7,9-3 (5) . 
b) ($)=-h@JR, en la superficie de la esfera con la ec.7.9-3 
(5) .- 
C) (?&)r diferenciando la ec. 7 ,9 (3 ,5 )  con el valor ct de a) 
donde T estd dado por la ec.7,9-3(5). 
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CAPITULO 8 
TRANSMISIÓN DE CALOR POR CONDUCCIÓN 
CON FOCOS Y CUERPOS EN MOVIMIENTO EN REGÍMENES 
ESTACIONARIO Y TRANSITORIO 
INTRODUCCIÓN 
Los aspectos térmicos que se desarrollan en éste capitulo 
estudian de una parte, problemas específicos no tratados ante-
riormente, tales como los puntos calientes o flujos térmicos sil 
perficiales y de otra parte, múltiples aplicaciones entre las 
cuales pueden citarse: 
- Recubrimientos metálicos. 
- Tratamientos térmicos por inducción. 
- Soldadura por arco, gases, haces electrónicos, láser. 
- Almacenamiento de energía. 
- Rozamientos en máquinas herramientas, ejes, planos, ex-
trusión. 
- Calentamiento aerodinámico. 
- Solidificación. 
- Reactores químicos y nucleares en condiciones transito-
rias. 
- Cambios de fase. 
Para fijar ideas consideremos el caso simple de una resis 
tencia que genera calor por el paso de una corriente en régimen 
estacionario. Si en un determinado momento cambian las dimensio 
nes de la sección en un punto por un efecto mecánico, la genera 
ción de calor también cambia y la resistencia altera su funciona 
"liento, que puede llegar a su fusión cuando la variación del ca-
lor generado es incompatible con el medio refrigerante. Este ti-
P° de situaciones puede producirse también por cambios de fases 
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sólidas dentro del material o por corrosión en un medio ambiente 
agresivo. En consecuencia se desarrollan en un determinado tiempo 
focos térmicos que en el limite, pueden considerarse como puntua-
les e instantáneos. Cuando se trata de materiales menos perfectos 
como pueden ser catalizadores sólidos de reacciones químicas, la 
variación de focos térmicos pueden producirse por alteración del 
sólido o por la variación de velocidad en los fluidos. El resulta^ 
do es un cambio de la velocidad de reacción con el consiguiente 
aumento de generación de calor que se propaga a través del medio 
según las circunstancias del fenómeno. Se trata de manantiales 
térmicos puntuales, lineales o superficiales funciones del tiempo 
y de la posición cuando los focos térmicos son de mayor potencia 
las posibilidades de tales fenómenos son mayores y sólo pueden di£ 
minuirse con una refrigeración adecuada o haciendo que el foco té£ 
mico trabaje a menor potencia. En ambos casos, el rendimiento dis-
minuye, y el cálculo de régimen estacionario, se hace teniendo en 
cuenta los efectos de puntos calientes, que se introducen en los 
conocidos factores de seguridad ypueden disminuirse cuando se cono 
cen los posibles fenómenos en el material o la experiencia de fun-
cionamiento, siempre bajo la base de materiales con las mismas propiedades. 
Las consideraciones anteriores se extienden a los casos de 
focos térmicos desarrollados por fricción, como sucede en él calen 
tamiento de materiales con máquinas herramientas, en la acción de 
las zapatas de frenos en automóviles, rozamientos de superficies 
con fluidos, aviones, vehículos espaciales, variaciones de presión. 
Los manantiales térmicos pueden ser también puntuales, lineaies o 
superficiales y su característica principal es que se localizan en 
la superficie de contacto. Otros casos análogos son la irradiación 
de las superficies por flujos térmicos de distinta naturaleza, ta-
les como irradiación solar, llamas de combustión, tratamientos tér 
micos por inducción de alta frecuencia. 
En la soldadura, los focos térmicos se mueven a una veloci-
dad tal que el material a soldar alcanza su punto de fusión. La ve-
locidad es tanto mayor cuanto más potente es el foco térmico y menor 
es la conductividad y el espesor de los materiales. Los focos tér-
micos pueden considerarse como puntuales, lineales o superficiales. 
Los dos primeros se identifican con focos producidos por r a p s  12 
ser y 10s dltimos con 10s mdtodos de soldadura clbsicos. 
Los problemas tdrmicos con cambios de fases tales como, so 
lidificacidn fusidn o sublimacidn presentan una complejidad mayor 
debido a1 movimiento del plano de fase, entre dos o mbs componen- 
tes con propiedades termicas distintas. L a s  ecuaciones son no li- 
neales except0 en el caso de sdlidos semiinfinitos en 10s que pug 
de admitirse la constancia del ndmero de Fourier. Modernamente se 
estdn desarrollando expresfones a distintos casos utilizando las 
aproximaciones del cdlculo variational con condiciones de contor- 
no variables cuando una de las fases se elimina del sistema, como 
sucede con la sublimacidn con separaclbn del gas, y otras aplica- 
ciones, el fendmeno puede tratarse como un manantial plano en mo- 
vimiento, con las condiciones del medio que avanza en la direc- 
cidn del foco termico. 
El tratamiento de 10s problemas anteriores, se logra en for 
ma cdmoda por medio de la funcidn de Dirac. A partir de la ecua- 
cidn general 
El foco t6rmico Q guede adrnitirse puntual e Tnstantdneo y la ec. 
(1) se transforma en 
Las dimensiones de Q .no son las correspondientes a (1) sin0 
Q (Kcal) y la funcibn de distribucidn de Dirac 8 , se aplica en 
10s puntos X, , Y, , z, , ytiempo 7 - 7 0 .  
Andlogamente para un plano instantdneo 
donde las dimensiones de Q son para la ec. (3) Q ( ~ d / m .  
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Las transformadas de Fourier o Hankel de las ec.(2),(3) son 
análogas a las desarrolladas en capítulos anteriores y las propie-
dades de la función S , se indican en el Apéndice I. La trajisfoj: 
mada de Laplace 
3 o 
lo que simplifica los cálculos de la inversión. 
Cuando el plano generador se sitúa en la superficie de los 
cuerpos se tienen las soluciones de flujos térmicos superficiales 
con ventajas sobre otros métodos. 
Cuando se trata de manantiales continuos donde Q es fun-
ción del tiempo, las soluciones son simplemente, convoluciones de 
tipo Laplace. 
Cuando los cuerpos o focos térmicos se mueven a velocidad 
constante, las ec.(2) y (3) toman la forma 
^(^T) =?^ + T|p(xW/tj| (4) 
indicando que el plano generador de calor se mueve en la dirección 
del eje x . Las distribuciones de temperatura en régimen estacio-
nario se obtienen por integración de ecuaciones en régimen transi-
torio. 
En los fenómenos con cambio de estado, las ecuaciones son 
análogas, pero la posición de la interfase cumple la ecuación 
donde los subíndices 1 y 2 se refieren a las fases 1 y 2 
en las cuales se cumplen la ecuación de transmisión de calor. 
8,1-1. Hana.nttalt¿ puntua.¿e.¿ ¿ntta.ntá.ne.o¿ 
•Consideremos un sólido inicialmente a temperatura cerc, con 
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generación de calor Q en un punto *-* , L^ L2 en un tienpo 
muy corto de tal manera que durante este tiempo de generación de 
calor, la temperatura en el sólido es cero excepto en el punte 
donde se genera calor. En las condiciones anteriores el sistena 
cumple la ecuación 
3.21
 +^T +23 - i aj_<a S(x-u) SN-W) l(i-U)S(x) ( 1 ) 
sx! Jft ai1 oiít I u Kí) 
donde S es la función delta de Dirac. (véase Apéndice 1-5), 
con las condiciones Fig. 8,1-1 
- o o < X ¿ O o 1 <0 
I -OD C^i <Oo - ^ ¿ o 
- c » ¿ 7 ¿ o o - t < 0 ( 2 ) 
Aplicando a la ec.(1) la transformada de Fourier (Apéndice 1-2) 
definida por 
LfíUví.v^^ft,,,^* ( T Í V . V . ^ ^ Í 1 ^ ^ (3) 
* )-oo 
y teniendo en cuenta que la transformada de la función S Ix-U"^  
vale 
^ r H ^ ( x - u ) n ( ; M ¿ x - . ^ (4) 
J-OÉJ 
r e s u l t a 
5 W,N,*fl * ^ +
 a i , - ¿ ñ "fe >ÍW (5) 
con l a invers ión 
lU^.^V^I^W^Í-i^^í
 (6) 
Aplicando nuevamente la transformada de Fourier a la ec.(5) 
-ft'+n1) M « , w > A §fe= i !£?•- a.. &fcm &to
 (7) 
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con l a invers ión 
í r =ltu| W v ^ ^ K 4 * 1 ^ (8) 
Aplicando nuevamente la transformada de Fourier a la ec.(7) 
- ( ^ m ^ w v t ^ - ^
 (9) 
Resolviendo l a e c . (8) y ten iendo en cuenta que Lt5Ct)1=v 
donde J¿= SH^HY1 
En t s o A=o 
Por la inversión de (9) 
y por las inversiones (8) y (6) 
n^,^) = 11, ^ ? / i z*^-^^,-\.,r^-nñM (i3) 
donde § es la densidad y C, el calor especifico 
Casos particulares de la ec. (13) son: 
a) Si el manantial generador de calor es paralelo al eje 
z y pasa por las coordenadas L* y \_y 
T(M«3 *^^^«tf -^^*-W«A«) d4) 
b) Si el manantial generador de calor es un plano z,y 
gue pasa por Ly 
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c) Si el manantial generador de calor es la superficie la-
teral de un cilindro de radio <" se tiene v= ^ ><i*s -
y la transformada de Fourier puede escribirse (véase Apén 
dice 1-3) 
(^?,vi> W , > (" *<A U<^ ^
 (16) 
Jo 
donde í,= ?ü>í>f í^--?*^ X,*rto» Xj.rUw» 
y asi la transformada doble sucesiva de Fourier es para 
nuestro caso la transformada de Hankel de grado cero y 
la ec.(1) toma la forma 
?r> t j i - « K ü M (17) 
donde 8 es la función de Dirac 
(°°oCt) Y Sfr-B,") 30(.ÍT") A T = R,30Cétf) 6 W ( 1 8 ) 
Jo 
Aplicando a la ec.(17) la transformadas de Hankel de 
grado cero 
donde Q- Q'/aua, 
Resolviendo la ec. (19) teniendo en cuenta que 1~(ÍY}=1 
WUV"^^^^ (20) 
y por la inversión de Hankel y si 
(21) 
^ J - l í J l W t ^ l 
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d) Si el manantial generador es un anillo de radio &i en 
2 = 0 la ecuación es 
< £ J + 1 3 T _ \ _ 2 2 _ S ¿(r-V-) SU) 8 W 
?)ri r *r * •« te
 ( 2 1 a ) 
y la ec.(19) se transforma en 
f- í « I T U ffi"-" - i *(**> Q> 3o CtC^ SU") 8C*) 
^ *M,o^. i')+ -j,-^ ~ ¿ vT a u t (22) 
donde ° es la función delta de Dirac. 
Aplicando a la ec.(22) la transformada de Fourier 
con la inversión 
roo 
^.oCí.vtV^J íPtí.vOt*K-i^<lz (24) 
Resolviendo la ec.(19) con Qt=o en 1=o , R?)-A 
{F[?,^,^.JÍ«C^K-*^ (25) 
con 6T= S1-^ "*-
y por las inversiones (24) y (21) 
1 J
 H^?h9^> ? M l ) t26) 
e) Si el manantial generador es un disco de radio R0 e n 
el plano z = 0 , haciendo 
•* o 
e integrando la ec.(26) respecto a R, 
T Cr,2,T)
 = ii^L í'wbf- ^ «^JiJLnáfi, (27) 
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f) Manantial generador esférico de radio R, 
La solución se obtiene escribiendo la ec.913) en coorde-
nadas polares 
^cr,
 t > , « * r ^ i- f-«5^- e^L-Mkxl (28) 
Ejimplo i, 1 - 1. 
En un sólido de grandes dimensiones se produce calor Ins-
tantáneamente por cambios internos, localizado en la forma y posi. 
ciones siguientes: 
a) Puntual con <5,-= 0,2o (kwl) 
b) En un plano con <3a- 4- l 
c) En una línea recta con Qi= 5 (*^Aw) 
d) En una superficie esférica de 2 mm de diámetro ccn 
Se desea conocer para los casos anteriores el volumen de 
material que alcanza temperaturas iguales o superiores a 500"C. 
Datos: fe=*H6¿) S = 5 3 o 0 N ^ C p S o . l 2 ^ / ^ 
Solución: 
a) La ec.8,1-1(13) en coordenadas polares vale 
donde el centro de coordenadas se sitúa en Lx=U/-l-z = " 




Vi \,o5(vnm) tiempo para alcanzar T 7/ Soocc t = -Di. \o"4(W) = 0^3 Cí 
b) Por la ec.8,1-1(15) con Ly^o 
, r i / N y e l tiempo z= 0,26 (s) 
c) Por la e c . 8 , 1 - 1 (14) con Lx = U| -o T ^ x - ^ 2 
f-ST\ Q3 L A_ + JÍL_ 1 T r^ TVAOÍ 
?CF 
1
 VW0.K ~~ «*f(-0 - 5o° r-,cr* 
n ge, v* 
El volumen es un c i l i n d r o = 3,\4. te"4 (*£") 7.= 0,P-,(c 
d) Por la e c . 8 , 1 - 1 ( 2 8 ) 
El volumen es el debido a una esfera hueca de 0,17 mm de radio 
exterior y 0,17 mm de radio interior 
Ejemplo i,]-lia.) 
Entre dos bloques de acero yuxtapuestos se generan instan-
táneamente 0,11 (Wtaí) Si las propiedades del acero son tero 
- 599 -
peratura de fusi6n 1450°C , calor de fusión 4>4 (Vfc&\/vc/^  
temperatura inicial 0°C se desea conocer: 
a) Distribución de temperatura en función del tiempo. 
b) Rendimiento térmico con relación a la fusión del nate-
rial. 
Repetir los cálculos para aluminio 
Temperatura de fusión 660 , calor de fusión ^z 
Solución: 
a) Aplicando la ec. 7,1-(13) en coordenadas esféricas y diferen-
ciando esta ecuación respecto al tiempo se tiene 
C ? X \ - ^ ^ U K - ^ - H ^ - ^ 
La temperatura máxima se tiene en un tiempo tal que H^-\ -o 
V VBTJT 
6 X- VCot y sustituyendo en la ec.8,l-(13) 
y s i Tvv.ax= 1450 {*€) 
i . O.V^.^TOO.IASO \^e> 
y la distribución de temperatura en función del tiempo se compli-
ca por la presencia de una fase liquida cuyo volumen disminuye de 
volviendo el calor latente. Esta clase de problemas se estudia en 
el apartado. 8,9 
Una solución aproximada se obtiene dando valores a 
obteniéndose distintos radios y valores de Q . Cuando el radio 
es próximo a cero el recinto líquido se encuentra en estado sóli-
do a la temperatura de 1450°C y la distribución de temperaturas 
está dada por la ec. 7,1-13. 
b) Se define el rendimiento de fusión como la cantidad de material 
fundido al que se fundirla si no se perdiese calor. 
- 600 -
Para una esfera de radio 2,48 rom la cantidad de caler 
consumida es 
Y el rendimiento 
(• o,V| 
El rendimiento disminuye notablemente cuando el foco térmico es 
continuo así si o,*2T) iyícA) se hubiesen generado en o,»^ 
c) Para Aluminio 
r*- 7,2.8. \o'%^) *"s 4'1 ^ W,T^ 
y el rendimiento de fusifin 
8,1-2. Mananíxla£e¿ puitíu.a¿e¿ continua 
Consideremos un sfilido donde en un punto de coordenadas 
'-x, \-*i¡ L2 se genera una cantidad de calor Q(£) . De acuer 
do con el apartado 8,1-1 cumple la ecuación 
donde 5 son las funciones delta de Dirac. 
Si las condiciones son 
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Aplicando el mismo procedimiento que en el apartado 8,1-1 se ob-
tiene la ecuación 
- ) * W « . n , T r t * g ^ - - ^
 (3) 
Aplicando a la ec.(3) la transformación de Laplace 
y por la inversión 
Si T-K-O en t¿o y por la convolución de La-
place (Apéndice 1-4(4)) 
y por la ec.8,1-1(13) 
15) 
s i Q W - - Ck poniendo T*= C*Uf+fr-t*MH¿f 
y en * . « . ^ ^ - _ , T f c v r t - f e ü l 
a) Análogamente para un manantial QCt) que pasa por 
T G ^ . T } = _ ! í « M « b ( - ^/ACICt-T^di* (8) 
con T ^ (*-u}*+ty-Lyy 
y para Q^ üi =Q, 
- 605 -
T(r,x) = _°! \ "ft^. X ±\ »-?í L (-¿^ (9) 
donde T e es la integral exponencial (Apéndice I tabla 1-8) 




 = > (I^JS CAt ^ U^lx-t*)] dt* (10) 
T 
^^--^(^^t-^^H-^^K^ll (11) 
c) Para un manantial esférico 
í T I N J T W R , ? ^ T J 0 y 
. Q'CT") d t * 
fc-"W (12) 
y s i Q{x)-Q<- Ct¿ 
-Cf-«0 ?.«JitgA + <?***) f t t t (gg] (13) 
8 , 2 - 1 . ?a\zd plana, con manantial plano ¿nétantínio 
Cumple l a ecuac ión 
?>* " «í « x fe ( 1 ) 
donde 5 e s l a función d e l t a de Dirac apl icada a l plano i n s t a n 
tSneo generador de c a l o r X, 0<:x,<.Ly 
Con l a s c o n d i c i o n e s 
"feo «w. *=0 * * U P * « a > 0 
-Y-o «» o t x ¿ W Y . t ¿ o 
- 606 -
*MF(Í"0= T T ^ - 1 fW*a M^swi-
 (2) 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del seno de Fourier-
AT d fe 
y por las propiedades de la función o (Apéndice 1-5) 
| l W ' O ) wCtx") A*= | sw(?x,) SW (3) 
donde ^= — ^ con la inversi6n 
K ^ U ^ w « * ^ U ^ (4) 
W\-3t 
Resolviendo la ecuación (2) y s i L [ 5 W j r l 
y s i en T¿o A.= o p o r i a inversión (4) 
l ( ^ , l i i f S**Cí*5)S*n.l4*")«>ltt*Ílt') (6) 
Lx te L-
b) Si el manantial es una linea perpendicular x , y den-
tro de la pared. Aplicando los criterios del apartado 8,1-1 con 
la tercera transformación de Fourier en la forma de la ec. 
8,1-(14) 
' mteWt I— (7) 
donde Q' esta expresada en (^coA-) 
Ejzmplo 8,2-1. 
Una placa plana de 5 mm de espesor tiene en las superfi-
cies una temperatura de 60°C . Cuando en el interior se genera 
calor uniformemente con Q-\o' (kical/mi\ en régimen estacionario. 
En determinado momento el material genera Q'- Oflí, (VccT) 




a) Distribución de temperaturas en régimen estacionario. 
b) Distribución de temperaturas en función del tiempo por 
efecto del foco térmico instantáneo, en el centro ce la 
placa. 
fe. 0*5 (^/^ ?= «°°hín») <T™ (*%*) 
Temperatura de fusión 125°C . 
Solución: 
a) En régimen estacionario "T-Tjs ^ ^ - - "^ í en * = c 
"^°"
Ts=W y Si Ti = 60^ 
la temperatura en el centro de la placa 
T 0 = feo + >dt-as-ig?-13,S (°£) 
b) Aplicando el método de superposición la temperatura 
en cualquier punto vale 
T (*i^,"¡:) = "Te(x,d) +Te'U,^,x) 
donde ~^ e es la temperatura del punto x en régimen 
estacionario y Te' la temperatura en el mismo punto 
x por efecto del foco instantáneo, es decir la ec. 
8,2-1(7). Para el centro de la tabla y en dirección 
normal al punto de generación instantánea •j-l.z.C 
Vvv-l 
donde "t e s t á e x p r e s a d o en h o r a s . 
C.3.\o* ~-p\Z' 
Considerando los primeros términos de la serie 
- 608 -
y haciendo |x =° s e tiene la temperatura nSxi 
ma para X- fen'i segundos y 
V = 14 (?c) X ^ O , fcnsOY)=~12,5-H4=86,S C°¿) 
En forma análoga pueden calcularse las temperatu 
ras en cualquier posición dentro de la placa. 
8,2-2. Pa/ied plana, con man.anti.ai plano tn¿tantanzo y convección. 
Cumple la ecuación 
•ay» <* 7>T fe (1) 
con S es la función delta de Dirac. Con las condiciones 
5T _
 n en X=o para tyo 
W ~ 
•3T , a T . „ X - U . a,=V -X70 
-+Q.lT_o > •£ (2) 
T= o o¿x¿Lx t<o 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del coseno de Fóurier 
(3) J o 
donde X\ es el plano del manantial generador de calor y por las 
propiedades de la función 8 
tfW^* ¿¡^-!<°stíí*i>&(-t') fe . (4) 
con la inversión 
T (5) 
donde ti son l a s r a i c e s de ?; t^^cL^rQ^ (Apéndice I , t a b l a 
1-3(5) . Resolviendo l a ec . (4 ) con A=o en t=o y s i 
iAsca>i 
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y por la inversión (5) y si °í- k/gCp propiedades del 
sólido 
'- 9U 2_iUU?+af>+a»l (8) 
Ejzmplo i, 2-2. 
Una placa de 1 cm de espesor que se encuentra a 0°C se 
calienta a 2 mm de profundidad con un flujo térmico instantSneo 
de 5. \o3 (Wcaiy^) . El coeficiente de transmisión de calor 
al ambiente es de io ^cA/Cwf *t) • s i Ia cara opuesta esta ai£ 
lada se desea conocer: 
a) Distribución de temperatura en función de la posición y 
tiempo. 
b) Calor almacenado en la placa en función del tiempo. 
Datos: 
Solución: 
a) Aplicando la ecuación 8,2-2t7), teniendo en cuenta que 
Q viene expresada en (jCccd/y^ ) 
Por la tabla 1-3(5), Apéndice I para a<Lx = ^-\°~2 
TCXNV a.\o\5 ^ ^¿±-^ cosfííSao-^ e^b(->.sno-2íi7-t) 
Para el caso particular de la superficie aislada 
- 611 -
y para la superficie con convección 
Ta«,t5* 5tS.O*« M*t*«"3 t.St-W) TOo-VcoV-^"^ 
^ 1,7. \04 fi^C-l.GSt1) 
8,3-1. Recíángu£o con ma.nant.¿a.tí& ¿n¿£a.ntáne.o¿ y mana.nti.a.Le.6 con 
tínuoi. 
Cumple la ecuación 
3VT . 3Q. _ 1 H ~<k SCx-V.") &fr-V,) SC-r). 
(1) 
donde h son las funciones delta de Dirac. Si las condiciones 
son 
(2) 
con Q en x= *, 
Procediendo como en el apartado 8,2-1 con dos dimensiones, 
por aplicación sucesiva de la transformada finita del seno de Fou 
rier a la ec.(1) 
-(!f + V) U « , n , ^ = k^-% " ^ ¡> «"-OrA ¿^
 (3 ) 
con 
Resolviendo la ec . (3) con las condiciones (2) Ll$Ct)1=* 
- 612 -
y por las inversiones correspondientes a las dos transformaciones 
de Fourier 
ge O o 
(5) 
donde 6 = V-+ f1 y con l o s v a l o r e s de £ y Vj dados a n t e -
r i o r m e n t e . 
a) Si l a s t e m p e r a t u r a s son 
T=TX o y ^ 0 tío T-TV o v - o x¿o 
T^-T 
- X x = Lx T^O "T="t^ >y=W ^¿o 
la ec.(3) toma la forma 
-(*lMl) ?* (S,n^  + vj [ V W ^ I * ^ ^.-tiTTw]- <g' 1 - ^ &-M M^SCt") 
(6) 
donde 
y resolviendo la ec.(6) por transformación de Laplace con 
1
 l 4(i4«l6*) S + AS* i 
o 
(7) 
donde el= tl+v^ 
- 613 -
(8) " 
b) Si el manantial es continuo Q-Q(st) y la ec. (7) es 
de la forma 
&«. v) = L- h f c ^ 4 ^ *>*~M 4^.] (8a) 
donde L t_QCx)] e s l a t r a n s f o r m a d a de L a p l a c e de l a f u n c i ó n 
y l a ecuac ión (8) toma l a forma g e n e r a l 
como puede o b s e r v a r s e l a e c . ( 9 ) comprende un g ran número d e c a s o s 
que i n c l u y e n t e m p e r a t u r a s en x = 0 y X=W ' f u n c i ó n d e l t i e m 
po , como ya se ha v i s t o en l o s a p a r t a d o s d e l c a p i t u l o 7 . 
c) S i e l m a n a n t i a l e s un p u n t o en e l r e c t á n g u l o a p l i c a n d o 
una t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r a l e j e Z y dos t r a n s f o r m a d a s d e Fou-
r i e r en l a forma a n t e r i o r m e n t e e x p u e s t a r e s u l t a como se ha v i s t o 
en 8 , 1 - 1 e l p r o d u c t o de s o l u c i o n e s y 
(9a) 
Ejimplo t,3-1. 
Una barra prismática de 10. lo (cm1) de sección se calienta 
Por inducción en dos caras contiguas, mientras que las otras dos 
caras permanencen a 0°C . Se desea conocer la distribución de tem 
peraturas en función del tiempo a 0,5 mm de distancia de las su 
Perficies calentadas en los siguientes casos: 
- 614 -
a) Calentamiento superficial instantáneo de 0|»\0* (K*JrV•."-) 
b) Calentamiento superficial durante 5 minutos 
Datos: t= 1,1 hCcaX/ \ 9=fe3oo(^i^ CpO,a (*"ü/v^ 
Solución: 
a) La barra puede tratarse como un cuadrante de una sec-
ción de 2.0.10 C-wv1 con dos planos perpendiculares generadores 
de calor que pasan por el centro de la barra o su equivalente, 
una linea generando Q, Ly (VCcaXN perpendicular al centro de 
la sección. 
Aplicando la ecuación 8,3-1(5) con Q-= Q,Lx X,=Vi=V- — 
X x í 0 i 0 5 x =i£££ =^*o,os f-lMS. 
0c 0O 
T t 10.05,^z)=-ÍS¡_ \ \ S*».^ ^ ( ^ i ^ S . T t m y ^ ^ ^ n ^ 
donde y se extiende desde 10,05 a valores inferiores a 20 
puesto que en L* y L^  T-o 
Análogamente T {*, \o,os,^ ') es la ecuación anterior susti-
tuyendo x como variable e y como dato. 
En el caso particular del centro y admitiendo [£¿£5 ^  _ 
lo -
y sustituyendo valores resulte para "C= \ (¿) 
615 -
b) La generación de calor Q de la ec.8,3-1(1) vale <St 
y desaparece el término h(X) . La transformada de Laplace 
de la ec.8,3-l(3) vale 
y por la inversi6n de tíí) con ^-o para t=o 
y finalmente la ec.8,3-1(5) 
donde L 
-X 
En forma análoga al caso a) 
Oo OO 
En el centro 
8
.3-2. Recíángu-to con ma.nantXale.¿ Xn6 tantán e.o ¿, manantXatzh con-
tínuoi y conve.ecX.6n. 
Cumple la ecuación: 
- 616 -
donde 8 son las funciones delta de Dirac. 
Para las condiciones 
|l + 0 ^ = 0 N^LV t>o, |T_ 0 SJ^O XyO (2) 
T=° 0¿x<L>c O¿N¿L V t<o 
Q instantáneo en x=X, >y=\/1 t7o 
En forma análoga al apartado 8,3-1 aplicando a la ec. (1) 
la transformada del coseno de Fourier resulta 
-(tf+fc1) fv'(Vü^= Ü ^ - | « S ^ " * ( - V O SCx) (3) 
Resolviendo la ec.(3) con las condiciones (2) y si LLSCvl*' 
y por las inversiones correspondientes a las dos transformacio-
nes de Fourier como en el apartado 8,2-2 
donde £¿ son las raices de la ec. £l ^ JCÍLLX") = &* 
a) Para manantiales continuos Q-QCx) y para las mismas 
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tCs>= d COSUÍX,") cos(»|¡v;> U 5 C S Q (6) 
fe s.-v^e'»-
y la solución es la ec.(5) sustituyendo el término exponencial por 
la inversión i_-> LkQCiD 
b) Para manantiales puntuales instantáneos en el punto, *,v| 
T(x,V)=-« ^(-(x-xfj+(v-V.^^ expresión ecuación 8,3-2(5) sin 4f? 
8,4-1. Va.Ka.liltplpe.do con manant¿a¿í¿ ¿n¿tant&ne.o¿ y manant¿aíe.¿ 
continua . 
Cumple la ecuación 
£3,+ 2ü
 V*ÜI_ i j r .Q se*-*;)s^-^scz-x,-)se¿) ( 1 ) 
donde 0 es la función delta de Dirac. 
k T=o * = 0 , V = b , >y = D "V-W., Z-ro l"W X?o 
y Q es un manantial instantáneo en los planos perpendiculares 
(2) a 
Procediendo como en el caso del rectángulo, apartado 8,2-1 
aplicando a la ec.(1) tres veces la transformada finita del seno 
de Fourier y teniendo en cuenta las propiedades de la función 
resulta 
donde U*m, V,
 = -ttvv r , H £ o ¿ v U . o¿N,tU . oii,¿U 
La solución de la ec.(3) con las condiciones de 2 y si 
(4) 
- 619 -
donde jí1* t^ t*f*Y* 
Por las inversiones correspondientes a ÍF y «r 
feL^UU I— i— 1— 
' VMI n-i f=i j5j 
a) Si los manantiales existen por ejemplo en el plano 
solamente se tiene las ecuaciones 
T(X,N,7 >\ - 32 Q* \. \ f fta^ ftg^p M»»fl "~fr^ "V ^ ^ , . 
' feUuu¿-¿¿- S r (6 ) 
con 
b) Manantiales continuos QrQ(t) 
La transformación de Laplace aplicada a la ec.(3) 




donde nuevamente el término L'f_LL^Íil\ permite la solucifin 
de distintos casos de Qtx^ realizándose la inversión por con-
volucifin de Laplace como se ha visto en los apartados anteriores 
sin excluir como es l6gico las funciones periódicas obteniéndose 
las soluciones indicadas en el capítulo 7. 
c) Si el manantial es un punto por la ec. 8,1-1(13) 
8,4-2. Va.iia.te.Le.pZpe.do con manant¿a¿e¿ ¿n¿tantíneo& y manantínicé 
continua con convección. 
Cumple la ecuación 
23 + "Ü3
 +^3 - S 13 S(x-*;N SCV-V,) 5^-^ SCI> (1) 
Para las condiciones 
| r
 + a*T=o %=Lx) ? I = o x = o -C7o 
%+^~° V = L> ^ = 0 >l=0 "W
 ( 2 ) 
?T + a ^ = o ^-Lz ^ ^ o 2=0 t?o 
Í7. -31 
T=o 0¿x<\-x 0<7¿Ly t¿o 
con Q en X=*, -yr^ , 2r2, T70 
En forma análoga al apartado 8,3-2 aplicando a la ec.(1) 
la transformada finita del coseno de Fourier tres veces consecu-
tivas se tiene 
- fc+tf+rfy # > , * & * , ,*> ¿ § f - 1 eos LÍC«5 «CW.) »s(rr*,) S<g, 
Resolviendo (3) se tiene por las condiciones de (2) y Lt5í_t:)l-A 
- 621 -
y por las inversiones de las transformadas finitas del coseno de 
Fourier 
(5) 
con ¿- son las raices de ti t*UlU0-Q* 
Obsérvese que los coeficientes Q-* , cu, ,Gtz se han admitido dis-
tintos para unificar la nomenclatura. 
En muchos casos pueden tomarse iguales y en otros pueden 
ser iguales las caras contiguas. 
a) En el caso de manantiales continuos puede escribirse 
donde K- ^ ^t^X,-) "*>(.\¡1^ ü>i(TpZ,} LL«(£fl es la transformada de 
Laplace de la función QCt) y L*1 la inversa de la fun-
ción {&) y la solución 
(7) 
E/emp^o «,4-2. 
Un bloque de hormigón de I6- »6-16 ^ *?) genera calor por 
la hidratación de sus componentes, según la expresión Q„ e.*p(-A"t) 
donde Qo (¡tod/^ y k son constantes especificas para una 
composición determinada del hormigón. La temperatura inicial del 
- 622 -
bloque es de 15cCyel coeficiente de transmisión de calor superfi-
cie-aire es de ^o ( ¡ ^ W w t } S e desea conocer 
a) Distribución de temperaturas en función de la posición 
y del tiempo en el bloque. 
b) Temperatura en el punto central. 
c) Calor almacenado en función del tiempo. 
d) Gradientes máximos de temperatura. 
e) Distribución de temperaturas en función de la posición 
y tiempo por inserción en el bloque de manantiales de 
refrigeración lineales o planos. 
Datos: \t= ^ ( « " ^ . L ) s=aoooN^ v^W&i*) 
Solución: 
a) Teniendo en cuenta la distribución de temperaturas en ré 
gimen transitorio con generación de calor de un paralelepípedo con 
convección, apartado 6,4-2. La ecuación 6,4-2(5) toma la forma 
aplicando la transformación de Laplace 
y por inversión de f(S) 
íf (tf,
 Vj(f,x)-_^. (nc-«.V «*-*. ¿¿¡¡¿¿a 
' ^ ^ U > . Sí^ l^i Lyysi^^L^ [t*bt-At> eyp(-<*jiVt)^  
y la ec.6,4-2(10 si <t=Vjj^Y^ puesto que Oj^a^ai-i^L^U 
- 623 -
donde p? = r i t { * a - x = ^ 
Por l a t a b l a 1-3(5) Apéndice I con a,<=^e=\s,3» axlx=va^ 
^ L ^ \ , ^ S S ^ U = 4.C65 $,\_=7,T? $ 4 \ ^«»0 , í <¿= l ,S. \o s 
^ • ^ - ° l X- 4-, 5 t^+¿v+¡5fl t^u) 
expresándose X [Vv\ Qo faaL^ A T ,(x,v |i,'¿) = ^("O+TCx^. i ,*) 
b) En e l p u n t o c e n t r a l Y=y-z-o 
8 
Qtó- ^i^s i"" l1" i1' f t t t ^»^)^«^u>^ti) 
d) Los gradientes máximos de temperatura se producen en 
las proximidades de las superficies y para «>s(íuN)u)s(ía)-\ 
es decir 
- 624 -
e) Un manantial lineal puede conseguirse con un tubo metáli 
co de pequeño diámetro frente a las dimensiones del bloque. Por el 
interior del tubo circula un fluido, normalmente agua. La cantidad 
de calor eliminada por el agua vale 
¿<\-. WTIDCV^*") AX 
donde h es el coeficiente de transmisión de calor desde la masa 
de hormigón al agua; D , el diámetro interior del tubo y t* £<-) 
la temperatura del agua en la posición x . La conductividad térni 
ca de los materiales metálicos es muy superior a la k del hormi-
gón y la resistencia térmica es despreciable por lo cual h puede 
calcularse por una expresión del tipo 
~?-z. 0,011 K* "• 
donde las variables son las indicadas en el capítulo 1. Si la velo 
cidad del agua es elevada y Lx es bajo, y sin recirculación , tx 
puede admitirse constante para la longitud del tubo y la ecuación 
de q puede expresarse como un manantial lineal de refrigeración 
Q, fVxai/ \
 = ^.A" 1'/^ donde ^X, es el tiempo de permanencia 
en el tubo, es decir el volumen del tubo dividido por el caudal 
KVvo 
Aplicando el método de superposición la temperatura en cual 
quier posición del bloque es la suma algebraica, de las temperatu-
ras debidas al caso a), y las temperaturas del manantial lineal. 
Si el tubo tiene la posición (o, ^  ^),(LX| L-y/z LÍ/O) Ia distri. 
bución de temperaturas viene dada por una ecuación análoga a 
8,4-2(7), con Q, , constante, y sin los términos eOsOliVO oos(tfíi) 
Aplicando la transformación de Laplace a la ec.8,4-2(3) se tiene 
-u? f(s)=síís)+B- a. (CÍUIÜ 
' tes v 
y por la inversión de -f(s) 
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En régimen estacionario para el tubo 
4 4 4 
i.11 ¿Tl\ t=> 
y la distribución de temperaturas en el bloque 
si la temperatura del agua en el tubo se quiere poner en forma más 
exacta, se debe expresar Qi(*) ° QCt") en la ecuación de 
Tt(x,vyi-2.) t) Con Q, (>") se modifica la transformada del coseno 
de Fourier correspondiente a x , y la expresión de Tt (x,-f,z") 
se multiplica por el factor de transformación, teniendo en cuenta 
que el bloque se exteinde a (_-Uc + L,i') C-l-y •Ly*)Jt"'-**l-z) - Para 
Qi(t) , aparece como "Cfc(,*>>ii'*-i'Q P° r Ia transformación de 
Laplace correspondiente a la función del tiempo. 
Con número de tubos superior a uno, se aplica el método de 
superposición a cada uno de ellos, tanto si se consideran en para 
lelo, como perpendiculares, o cualquier posición y forma dentro 
del bloque, siempre y cuando estos últimos casos puedan tratarse 
en forma analítica eligiendo los sistemas de coordenadas conve-
nientes. 
Si los tubos forman un plano pueden tratarse con la ecua-
ción 8,4-2(7) modificada, es decir eliminando alguno de los terral 
nos t-osCtcxJ, u>*(.$rfl) o cos^ ícz) Y c o n l a s consideraciones 
anteriores sobre O, y sus posibles variaciones con el tiempo o 
la distancia. 
8(5-l. CiLíndio i.n^i.ni.to con manant¿ale.¿ ¿n¿tantínio¿ y manant-La.-
LtA continua. 
Cumple la ecuación 
Sü + i s r - 151-?- S(T-»OSW ( 1 ) 







































































































































donde 5 son funciones delta de Dirac 
T=o r=Co X-ro 
T=o O ¿ Y ¿ £ Z¿o ' 2' 
Q manantial en la superficie lateral <"=0i 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel 
de grado cero 
- V ?„&.*> = ¿ % ° - % \"xlfeO s(r-^ ") *<ü AT
 (3, 
Jo 
y por las propiedades de ¿(r-tV) 
J o 
Resolviendo la ec.(3) y teniendo en cuenta que la transformada de 
Laplace de ¿C"¿) vale la unidad 
- «I ti tO) = S f 00 - A- «JO R, 3„CÍ:C) 
te. 
por las condiciones (2) A=o y por la inversión de f(s") 
íHoCtl,x)« •!& R,3.t.íc^  íx\>C-*Scxl) (4) 
con la inversión de la transformada de Hankel 
donde {L son las raices de 3,( $,«") = o 
Sustituyendo (4) en (5) 
I(T,^= ^  QR- Y 2¿^SSL Mtii) "K-1 ^ (6) 
a) Si en t¿o ~r = T. o.¿T¿e A=T, 
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b) Si el manantial es una línea paralela al eje z la so 
lución es la ec.(6) con el valor de Q correspondiente a la lí-
nea. 
c) Si el manantial es un punto localizado en (J^W} cum-
ple la ecuación 
«^ x i 3T . su _ j id- a S(T-RO s(z-tó seo 
^
+
-ríl*Jí-5^ k J (8) 
Aplicando a la ec.(8) sucesivamente la transformada finita de Han 
kel de grado cero y la transformada de Fourier y teniendo en cuen 
ta las propiedades de las funciones & 
- t í f«.oU,í,i") + ^ W , isSio-e B,3.(ÍIQ s(i-wjs(t) 
•j,zi et T)X te ( 9 ) 
- ( k H y ) £ F ( ^ = i t í r . ^fcKtto SCO (10) 
y por la transformación de Laplace con Lt5Ct)\=> 
Por la inversión de Fourier y con T-o en T<.o 
«." ^ . ' }- ^ Ja S_to r (12) 
y con la inversión de la transformada de Hankel se obtiene final^ 
mente 
V, raice*, de 3„( iiU")-o 
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- En el caso de manantiales continuos Q=©Ct) y la transformada 
de Laplace £(s} vale 
' « - ^ 
y por las propiedades de la convoluci6n de Laplace 
(^T,T>
 %\**t ^ j r i p f e f r * 1 ^-*tKxx'))^
 (14) 
con soluciones para casos periódicos dados en e l capitulo 7. 
Ejmplo Í .5 -J . 
Un reactor químico de lecho fijo está formado por tubos de 
20 mm de diámetro interior, en los cuales se aloja un cataliza-
dor constituido por pastillas sólidas porosas. En régimen estacio_ 
nario, la generación de calor en el lecho puede admitirse unifor-
me y de valor >0* (/^VWYTI?) y la temperatura de la superficie 
interior del tubo alcanza 250°C . Se desea conocer la distribu-
ción de temperaturas en el lecho por las siguientes alteraciones: 
a) Generación en un radio del tubo, TiA^wwi}, <3» o,o i (i^ 'O 
en posición puntual e instantáneamente. 
b) Generación de <04 (¡¿c-al/m') en una linea paralela al eje 
z de 3 mm de longitud en la posición r= £ í^ vrC) e ins^  
tantáneamente. 
c) Generación de en una superficie cilindrica 
paralela al eje z de 3 mm de altura, en la posición 
T^SfcrvwA e instantáneamente. 
d) Los casos a), b) y c) con las correspondientes genera-
ciones de calor constantes en un tiempo de 0,7 segun-
dos. 
Datos: Conductividad térmica media del lecho \lMLtú./
 m # A densi^ 
dad media íoo f^r/wí") calor especifico 0,15 (Va^ ü./y-.íA 
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Solución: 
a) La distribución de temperaturas en régimen estacionario, 
de acuerdo con las expresiones para un cilindro infinito del capi-
tulo 4 
4 te 
aplicando el método de superposición para T= vo P**i y en función 
del tiempo, teniendo en cuenta la ec.8,5-1(13) con Q = a.\o~* vct<x.\ 
Por la tabla 1-3(3) del Apéndice I las raices t¿ 
En particular para el punto central Y-° "1~° V "^  = ' 
T(.o,0, >/3&e>o) ~ 25o4 25 + 4\S = M " K ) 
b) Teniendo en cuenta que la línea generadora de calor es 
Q fKcal/V^  I a ec- 8/5-1(13) con el plano de simetría en 
\--L- tfi(jv,»«y!calor generado Q. \,S \o"3 y To(.$i^V30(5. Vo* ti) 
0.-U.IO-4\/A,.I.\O-ÍTLT 4r( ¿i l Si*) 
Para x-=0 en el plano 1- \v5 t*»'«~) 
c) Por la ec.8,5-l(6) aplicada a la región del cilindro de 
3 mm de altura 
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. í.Ctir") a^bt-dkS^f) 
y en ^-o X- \ te) 
"T(.°) Vltoo) = aso+15+346= SO< í>t) 
d) Las expresiones de generación de calor son de la forma 
Q.~e En la ec.8,5-1(1) no interviene la función 5(V) y la 
transformada de Laplace de la ec.8,5-l(3) vale 
fes* 
p 5 ifl v? *í*ls* «^U &v«tS?/J 
y por la inversión de f(*j con A=0 ev\ t=o 
y las ecuaciones de los casos a), b) y c) se modifican con el té£ 
mino anterior, asi, para el caso c) 
donde t , e s t á l i m i t a d a e n t r e o-0,7(¿) , Q {Wcal/< Wx1) 
8 , 5 - 2 . C¿¿¿ndho Á.n{JLni.to con manan-t-ta£e¿ ¿n.4.fan.tiínec.4 mawaítí-taíei 
coníXnuoi t/ c o n v e c c i ó n . 
Cumple l a e c u a c i ó n 
•ari T 7>r _ 5 vt te. ^ j 
donde ° son funciones delta de Dirac. 
Con las condiciones 
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' S + O ^ T ^ O r=c 1,0 a * = % t 2 ) 
Q en el manantial instantáneo en la superficie lateral r=c» y 
X-?o Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel de 
grado cero y teniendo en cuenta las propiedades de S(r-Cí") 
- íí k o C * ^ - ^  • ¿- I * *&«•"> S^
 (3) 
con la inversión 
Lr,r>
" R* 2-^;-+aí^,H4;tf) (4) 
donde ^ son las raices positivas de ?¡.Ti(S¿Vt)s 0Li-3,($¿tó 
Resolviendo la ec.(3) por transformadas de Laplace y tenien 
do en cuenta que LL&(tVl = A 
si T=o en t_o A-o y por la inversión de f(S) 
?H„>C<U,T^  ^  ^ ORi ToCíc^ U^(-4fclt) (5) 




 tB~Z_CC¿l+aí^.Hí^ (6) 
Con manantiales continuos el segundo término del segundo miem 
bro de la ec. (1) vale - S. ¿(T-C;)
 y 
koC^-*satía L ^ J ^
 (7) 
y l a s o l u c i ó n e s 
T(r,-f)-JEc. (6) sustituyendo el término exponencial bo«" \-"' \ L\Qlfj]"\ (8) 
- 633 -
Ejzmpto 8,5-2. 
Una barra metálica de 4 cm de diámetro se calienta en ré 
gimen estacionario con un flujo térmico en la superficie de 
B. lo"* v^ -^ /Vm*) c o n u n c o efi ci e n t e de convección-radiación al medio 
que rodea la barra de *oo (Kcfiyyim*e¿) . se desea conocer la 
distribución de temperaturas en la barra en las condiciones: 
a) Régimen e s t a c i o n a r i o . 
b) Aumento de AO (^CA^/yY\v) en l a s u p e r f i c i e , i n s t a n t á n e a 
mente . 
c) Aumento de AO3, ^ to7£¿K.wíJ d u r a n t e 2 minu tos 
D a t o s : ferio ( J c c a l ^ ^
 ? = 7 8 o o ^%¡) <?= «»•» ^ A ^ - t ) 
S o l u c i ó n : 
a) En régimen estacionario se cumple la ec.8,5-2(1) sin los 
términos de tiempo. Las condiciones (2) se siguen cumpliendo pues-
to que la generación de calor en la superficie es adiabática. La 
ec.8,5-2(5) para Q = cte. vale 
y si en régimen estacionario X-+*° 
oo 
si la superficie generadora está en R 
V para un punto en la superficie *"-* 
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_ L _ y por la tabla 1-3(4) Apéndice I 
T
" i. = 
4,ft-e 0,44 í^^.fcS ^51-^01 íAC=\0,\í 
b) Aplicando el método de superposición 
T(f,<t) = T(CO + T7(r1f) 
donde T, CY) se refiere a la temperatura en régimen estacionario 
y Tí.Cr.f) a l a ec.8,5-2(6) con Q = Qi^ \o4 (vCcal/»') U,^  R 
En particular para Í: R. X- * ^ J 
Y \ l a. \o\\,qi-\o-1 e ^ u (- ^ t ? y a.s. \o\"\ 
TCft, Va»o) = ¿-WTHTlV a.ao.\cr* ^v ^Co° ' ^ ^ « r 1 
c) Considerando «5 VW^TWT.'1) en forma análoga al problema 
8,5-1 puede escribirse para la distribución de temperaturas 
y para rr R. t- a ^ wO) 
E/emp£o í,5-Z("a). 
El eje de una rueda es un cilindro metálico de 10 cm de 
diámetro y 20 cm de longitud. En funcionamiento normal se genera 
por fricción 10 A rr^M sobre la superficie lateral del cilindro. 
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La superficie lateral está prácticamente aislada mientras que las 
superficies que constituyen las bases del cilindro pierden calor 
al exterior con un coeficiente de lo \\Cca\/^^ é¿¡ . se desea 
conocer la distribución de temperaturas en el cilindro en los si-
guientes casos: 
a) Régimen estacionario. 
b) Situación transitoria por frenado de la rueda producieri 
do sobre la superficie del eje un flujo térmico constan 
te de 5. \o5 fc<^\ durante 10 segundos 
Datos: t= »S (iCcal/w^^ 5. Tüoo t^/J) <f> 0|14 O^'V^'O 
Solución: 
a) La generación en la superficie del cilindro en régimen 
estacionario es la correspondiente al ejemplo 8,5-2 con <Xr-o 
y ti son las raices de 30Cí;B}=° 
y para la temperatura en función de r,Z véase 6,6-2, 
T (r - A - 4Q \ V a^-SoC^cosC^ 
donde o1 = fe7-* tf \> ^  O-j^V at = Vi = \,VJ 
Por las tablas 1-3(3) y 1-3(5) del Apéndice I 
Uí,* i.%2, Uta-^0\ K ^ \o,r? 'CÍ4=\Wi 
Para el caso particular 7.-0 T = C 







































































b) En régimen transitorio con Q función del tiempo, 
Qfo^Qt, la ecuación anterior se transforma en 
donde t, se extiende de cero a 10 segundos. 
La situación más desfavorable se produce a los 15 segun-
dos en la zona menos refrigerada, es decir r- a ~i-o 
TQfc.o, \ss")- 4,5.5. lo. to5
 = ^ (»C) 
4. lo« 
asi pues el material se afecta notablemente dado que las tempera-
turas máximas son del orden de 300°C . 
8,6-1. Tubo Á.n{¡¿n¿to con mananttaííi ¿nitantS.ne.oi,, manantiales con 
tínuot y convicción. 
Cumple la ecuación 
"SI + i 51- 1^1 - ? h(r-V)&(X) 
^t^ r 7>x * ot BT te. (1) 
donde 8 son las funciones delta de Dirac. Con las condiciones 
T- o « o ¿ T Í C, XiO 
ÍT {¿I 
Q en la superficie lateral T = R., 1>° 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel de 
grado cero en forma análoga a los apartados de tubos según las 
consideraciones del Apéndice 1-3 
- í l t ft-V\ **«•<> I i I ^ Í ^ S W a f c r ) ^
 ( 3 ) 
donde . . 
y la ec, (3) toma la forma 
- 
Resolviendo la ec. (4) con 7 = 0  en Z=O y si L[b(-c)I= 2 
y sustftuyendo'(5) en la ecuacibn de la inversi6n, Apendice 1-3 
ec. (44)  , 
donde I: son las raices positivas de 
S: (Ctb)\k'td &.Q- &'to [ k q = Y d  (SiRe)[$;&!(f~&)- *3o(*ib)] 
a) Para manantiales contSnuos la ec-(1) toma la forma 
y la solucibn (5) 
y la solucibn 
- 
~(r,%) = [ eo. ( 6 )  sustituyendo el valor de h e  por la ec. (811 
b) En forma andloga para distintas condiciones se obtienen 
10s resultados indicados en las Fig. (b) y (c) de la tabla 8,6-1. 
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Ejimplo &,6-1. 
La fabricación de tuberías por extrusión tiene lugar con ge_ 
neración de calor en las superficies interior y exterior de los 
tubos, por fricción con los elementos de la máquina de extrusión. 
En materiales orgánicos, conocidos como plásticos, es frecuente 
que el calentamiento, origina un aumento de temperatura suficien-
te para trabajar en condiciones óptimas sin que sea necesario ca-
lentamiento exterior. Se desea conocer el tiempo de contacto para 
que el tubo alcance una temperatura T, en las siguientes condi-
ciones. 
a) Calentamiento adiabático en la superficie del tubo con 
un flujo térmico de Q, ( v<t4*/wí) 
b) El mismo valor de Q, con la superficie interior adia-
bática y la exterior regrigerada con un coeficiente 
^ ( HiSlA»»^ d e convección-radiación al exterior. 
Datos: R| 9 ) ^ ftt, radio exterior 
del tubo, Co, radio interior del tubo. 
Solución: 
a) El problema puede tratarse como un tubo infinito que en 
una zona genera calor en las superficies externa e in-
terna admitiendo que el efecto del resto de tubo es des 
preciable. Aplicando el método de superposición, la tem 
peratura en un punto v tal que Ro¿r<Re es la 
suma de las temperaturas debidas a la generación de ca-
lor en las superficies interna y externa consideradas 
independientes, es decir T,(rlT}s~Vt,(T,T')+'Te(.'<Vt^  
como la generación de calor es adiabática, en la ec. 
8,6-1(6) Cir-o y la superficie generadora de calor 
R, - íio y G,= fc¿ y las raices t; son las mismas, 
cumpliendo la ecuación 
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En la tabla 1-3(a) Apéndice se indicas los valores de 
$í en función de W R O 
Con estas consideraciones las temperaturas T0(v,t) y 
Te(T t\ indicadas en las ecuaciones de las figuras 
8,6-1 y 8,6-1(a) toman la forma 
donde C? -ÍÍC r)= <* Cii-O de la ecuación Fig. 8,6-1 (a) 
Para tiempos dados t se tienen las temperaturas en 
función del radio, y en particular para el punto de me 
ñor temperatura que debe corresponder a la temperatura 
impuesta al material. 
b) Procediendo en forma análoga al caso a) se tiene 
donde T0Cr,t) es la misma que en el caso b) mientras " 
que TeCr,-*} viene dada por la ecuación correspon-
diente a la Fig. 8.6-1(a) siendo las raices distintas 
a las de To(.f,"t} y calculadas como en los casos 
de tubos de los capítulos anteriores. El valor de 
CoC^cRO se sustituye por C(.^M 
8
»7-l. Ei^íJia con ma.na.nt¿ale.¿ ¿n¿ta,nt&ne.o¿ y ma.nantla.liLi continua 
Cumple la ecuación 
Í7i * r £f - ok v t fe (i) 
con las condiciones 
T-0 
T-0 





Q manantial instantáneo en la superficie T= ft< 
La ec.(1) puede escribirse 
aplicando a la ec,(2) la transformada finita del seno de Fourier 
- f íSF(í,t)= 1 * g - ^ > SfcnlÍBO «(*) . (3) 
con la inversión 
(4) 
donde t * "* ^ 
Resolviendo la ec.(3) por transformadas de Laplace y te-
niendo en cuenta que \- L SC»5j-< y que Ts o en t-o 
^(S,T>= «*| «i S*nW«0 W^C-*í^ (5) 
y sustituyendo en C4) 
1
 te. R. 2- r <6' 





 l te s ^ ) l s+*íM (7) 
TC-r.^r [Ec.^ sustituyendo í| por la ec. (7)] 
8,7-2. E¿¿e.*.a con manan.t>ta£e.4 ¿n¿tantáneoí y manant¿a¿e¿ nonti-
nuo¿, con ccnve.cc¿6n. 
Cumple la ecuación 
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•bx? r í f d í t te (1) 
Con las condiciones 
T- o c a í í t*o 
^ 4 ^ 1 = 0 T=Co t » o (2) 
Q manantial en la superficie esférica T^RA 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita del seno de 
Fourier como en el apartado 5,8-2 y teniendo en cuenta las pro-
piedades de la función delta 




 - R L Y[(yíi^4CLrR(£WC-^ (4) 
i-» 
donde ti son l a s r a i c e s de ^ c d^ti^O-v Or*-> =° 
(Apéndice I , t ab la 1-3(6)) . 
Resolviendo (3) para t=o X=o y
 6 i LlSCOl-* 
(* U.,X) = S|St St^Cfctq U^tfx)
 ( 5 ) 
y sust i tuyendo en (4) 
1 , n
° - " f e T " ¿ T Líítf + Orílttrft-O] ( 6 ) 
a) Con manantiales continuos l a ec.(3) toma la forma 
-tj^y-^-\°v^m
 (7) 




















































































































































































































"f (T,tVl£e..QW sustituyendo í^ por la ec. (8)] (9) 
8.8. MANANTIALES GENERADORES VE CALOR EN MOVIMIENTO. 
8,8-1. Sólido ¿ni¿nlto 
Consideremos un manantial puntual Q que se mueve en un s6 
lido infinito en la dirección del eje z con una velocidad v 
que pasa por el punto Y- Ly La ecuación diferencial del sis-
tema toma la forma 
fji T>ii* ai*" *Tz fe (1) 
donde S son las funciones delta de Dirac. 
Si inicialmente el sólido se encuentra a temperatura cero 
- oo ¿ v i oo (2) 
- oo ¿ 7 < oo 
Aplicando a la ec.(1) la transformada de Fourier, teniendo en cuen 
ta que 
Aplicando a la ec.(3) nuevamente la transformada de Fourier 
- ( ^ W t , , . ^ ^ ^ - ^ * " ^ (4) 
y aplicando a la ec.(4) la transformada de Fourier, teniendo en 
cuenta que 
J-oo 
-CíHf+Y1) S-i(.Í,n.T.x> 5-JT (¡Ui)^ b. r
 (5) 
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Resolviendo l a ec . (5) por transformación de Laplace 
y por la convolución de Laplace 
**.(«, W > |§¿ f e [ V a 1 ^ ^ l>^™**) ^» (6) 




o bien por las tablas del Apéndice 1-2(1)13 
S k(^ y>i\U(j-"t-* ^ 3K 'L -aajjt-T:*) J ) 0 1 
y en forma análoga para las inversiones de las ec.(4) y (3) 
(9) 
en particular si Lx-L-y=o T'-X1+V|7'+Z-1 
^»j^tw¡aa^^^ga^- u 0) 
La ec.(10) puede obtenerse directamente por el teorema de Duha_ 
mel o convolucifin de Laplace de las funciones de la ec.8,1-1 
(13) . 
Haciendo las transformaciones como en el apartado 7,1-1 
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T-X*
 = _£L 
4 4
 ^ con los limites $=-4=r paraT»=o 




"^^W^ S" uK*aM«*fHM*V4«tfWí (ii) 
En régimen estacionario ^_>oo y la ecuación (11) se transfo£ 
ma en 
4ftnr ' J (12) 
a) Si el manantial se extiende a todo el eje y , la ecua 
ción es de acuerdo con 8,1-1(14) y la convolución de Laplace 
y para régimen estacionario X—?o° 
= ^
wK%y*»0^] (13) 
b) Si el manantial es un plano que se mueve en la direc-
ción 7 por la ecuación 8,1-1(15) 
Haciendo el cambio \hc-t*= para í-t» 
(14) 
y para valores de z negativos 
T
^= fev^C^) (13) 
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E/emp£o $,S-1. 
Dos bloques de acero inicialmente a 0°C y yuxtapuestos en 
un plano paralelo al eje z , se calientan por la línea del plano 
de unión Y~o ^-o i-~t con un manantial que genera l(vtcfii/s) 
y que se mueve con una velocidad de 5 cm/minuto . Si el material 
funde a 1500°C se desea conocer 
a) Dimensiones aproximadas de la soldadura si el manantial 
se supone puntual. 
b) ídem si el manantial se considera como una línea perperi 
dicular al eje z de 4 mm de longitud. 
c) ídem si la temperatura inicial de los bloques es de 
200°C . 
Datos: ^. 1 5 ( J ^ 9=1*°° (&) " r ^ f f t 
Solución: 
a) Por integración de la ec.8,8-1 CU) se tiene 
donde T= M<v^«» Q- Í(^/Í) v»*|.ier»^ 4-M4.\cr*F/0 
Dando valores a r y se tienen las temperaturas en d i s t in tas 
posiciones. Así, para x= 7 = 2 - S. \6"5(VY\} r=o,SC. \o"2M , T= £ CO 
írJ£Z _
 0 ^ 5 T4Vz7 _ , M . y t . S y C . \ o - \ 5 . \ o - a _ 2%S5 . 
l\f¿z a^t ~ ' r A,AA.\tS* 
Por la tabla 1-6 apéndice 1 
í l « (o ,?¿)* \~ C«T<p,3f^  = 0,52 f ere ( \ ,1TL)*0 ,O1 
y sustituyendo en la ecuación primera 
T _ A. 3,600. \óí \o,si +X,SS.Q,OT\=\'BSA C°C) 
4 ti. IS.0,%6 L J 
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es decir que la zona de soldadura es un semicilindro de 5 nun de 
radio. 
En régimen estacionario y para x-^zZ- ">. vo"1^) 
4n.i5.o,%6 ' ' 
como puede observarse el aumento de temperatura es debido a la ma-
yor temperatura de la masa del bloque. 
b) La ecuación 8,8-1(13) en régimen no estacionario vale 
y para régimen estacionario 
c) Las ecuaciones anteriores aumentan en 200°C extendién 
dose la zona de soldadura. 
8,8-2. Vaiid plana 
Un manantial puntual de Q (V£ca*-/W) que se mueve en la 
dirección x con una velocidad Vx en la superficie de una pa-
red de espesor Ly cumple la ecuación 
2 2 + 2 2 + 2 2 ^ lfC_Q S(x-v/¿)S(7)S(y} ... 
3X* S^ i 811 <* Bt fe U) 
donde o son las funciones de Dirac. Con las condiciones 
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-\- O 0 ¿ X ¿ o o T=0 
* n ( 2 ) 
es decir, las dos caras de la pared son adiabáticas. 
Aplicando a la ec.(1) la transformada de Fourier respecto 
a z 
' T F ^ ^ ^ , ^ } + ^,^1 + ^ r - ot Vt fe.fxuffe >V * '
 ( 3 ) 
Aplicando a (3) la transformada de Fourier y teniendo en cuenta 
8,10-1(5) 
-cvm w ^ . ^ ¿ ¥r- T F ^ * ^ 1 ' ^ (4) 
Aplicando a (4) la transformada finita del coseno de Fourier 
-(f* ^ *) Í^,W> ¿ #- f ^ 5*K^ «) (5) 
puesto que 
(6) 
con la inversión 
oo __ 
Resolviendo (5) por transformadas de Laplace 
y por la convolución de Laplace 
f ^ V - ^ ^ ^ W ^ T * ] ^ ^ ^
 (7) 
Por la inversión (6) 
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(iTT^bL^ fe, Jo ' ' (8) 
y por las inversiones correspondientes a fFi y fF de acuerdo 
con el apartado 8,8-1 
[ i + a £ tos (vjV) txj>(-«* »ji(x-i«)] • 
o W»=( 
r v Adix-x*) I Ct-i*) 
En régimen estacionario t^yoo y aplicando los resultados de las 
ecuaciones 8,8-1(12) y 8,8-1(13), 
donde vn-ttvvv 
a) Si el manantial es una línea paralela al eje z por in 
tegración de (10) se tiene 
Ejzmpto S,6-2. 
Una placa de espesor 0,1 mm se desea cortar en linea rec 
ta aplicando un haz de rayos láser con <?= o,03a (V<c<u.ys^  
Se desea saber si para una velocidad del haz de 4 {™Ws) se produ-
ce el corte de la chapa. 
Datos: W-lo Jecoi^ \
 ? = l02oo fé*\ ^ 0,0* ^ / ^ 
Punto de fusión 2622°C . 
Por integración de la ec. 8,8-2(9), en forma análoga al 
ejemplo 8,8-1 
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(tríe- v t ^ ^ ^ U A < \ e r t c f ¿ ± ^ g g ^ l 
Dado que e l espesor es muy pequeño, puede d e s p r e c i a r s e l a v a r i a -
ción de T con y 
Sust i tuyendo v a l o r e s Z= lo"4 K ) \IX = IO - '1 (w /s) •*=> 2,3. Vcf5(«v£) 
con tiempos i n f e r i o r e s a 1 s e l p a r é n t e s i s es aproximadamente 
2 , y 
atr.io ' 
En régimen estacionario por la ec. 8,8-2(10} y despreciando los 
efectos sobre T en la dirección y 
an te Ly 
y asi, para X=0,s ^) 
8,8-3. Re.ct6.ngu¿o. 
Un manantial puntual de Q se mueve en la dirección 
x con la velocidad constante x^ . La distribución de 
temperaturas cumple la ecuación 
donde o son las funciones de Dirac. 
a) Para' las condiciones 
%~-o -v=¿. ^=w, ^ - o z - o i=w
 C2) 
íx = o X=L* 
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Aplicando a la ec.(l) la transformada finita del coseno de Fou-
rier respecto a z 




Aplicando a (3) la misma transformada respec to a y 
-CrHvtf If(*.vrrt
 + |g = i f -| «***> (5) 
con la inversión 
Aplicando a (5) la transformada de Fourier 
con la inversión 
Resolviendo (7) por transformación de Laplace 
i \_olQ ! 
(8) 
fCsH*+««HM = ^ 
J o 
Sustituyendo en (8) 
y sustituyendo en las inversiones (6) y (4) 
cO 
~ ( x , y , z , ' t ) =  c + .L. Slt+ l y m s  (m q ( - a  e ~ r ~ ~ ) ( \ + l ~  41~- 
ank L*Ly o P=' n=\ 
Teniendo en cuenta el desarrollo dado en 8,8-l(b) y para la di- 
recci6n X , en rdgimen estacionario t-7- 
Un manantial de Q (UC*/m 5) se mueve en la direccidn del 
eje z sobre la superficie lateral t = R  con una velociead 
constante UZ . Cumple la ecuacibn 
donde son las funciones.de Dirac. 
a) Para las condiciones 
Aplicando a la ec.(l) la transformada finita de Hankel de grado 
cero teniendo en cuenta que 
Aplicando a (4) la transfonnada de Fourier 
1 a&(t;Q Mpeil d.1) 
- [ti=+??) tF(4:,v,l) = ( 5 )  
Resolviendo la ec. ( 5 )  
Por la inversidn de Fourier 
Por la inversidn de Hankel 
En regimen estacionario Z-+m 
donde St son las raices de ~LS,(~E)=&TS~(C;(L) 
b) Para a r = o  E=o en y=k y la superficie exterior 
es adiabdtica y en las ecuaciones (9) y (10) C; son las raices 
de 3,( k.Tt)=o 
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Ejemplo &,t-4. 
Una barra de 2 cu de diámetro genera 10S(«*VCW¡) en régi-
men estacionario con una temperatura en la superficie de 250CC • 
Repentinamente en las proximidades de la superficie se producen 
Cw\ en forma puntual y que se propaga en la direc-
ción del eje z hasta una distancia de 1 cm y con una veloci-
dad de A(c™/s) . Se desea conocer la distribución de temperaturas 
en las proximidades de la zona afectada por el régimen transitorio. 
Datos: Los correspondientes al ejemplo 8,5-1 ; 
Solución: 
La situación más desfavorable corresponde al fenómeno con-
siderado estacionario y adiabático. Por el método de superposición 
la temperatura en la barra es la suma de las temperaturas, en una 
determinada posición, de las correspondientes a regímenes estaciona 
rio y estacionario-adiabático. 
Por la ec.8,8-4(a) con ar=o 
wWWi' 
siendo í. las raices de 3¿(í;Eo") = o dadas en la tabla 
1-3(3). Apéndice I 
En las distintas posiciones de z la más desfavorable correspon 
de a z = 0 
A 
TCr, ó) - ^•^°°-"' 1 V Miir) _ ^ = = = -v aso. \o.6 (R1-^) 
Para las proximidades de la superficie S«(St<r)Q¿ ^ (.Si*) 
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8,9. CUERPOS EN MOVIMIENTO 
8,9-1. Pta.no infinito en movimíznto 
Consideremos un plano que se mueve con una velocidad 
en la dirección perpendicular al eje x . Valores positivos de 
x corresponden a un aumento de volumen del cuerpo mientras que 
valores negativos corresponden a desaparición de volumen. Si la 
temperatura del plano en movimiento se mantiene constante ~r„ 
mientras en el punto origen T-o cumple la ecuación 
3xi «i Vt <* TM.Y J (1) 
donde o es la función de Dirac. 
Aplicando a la ecuación (1), la transformada de Fourier 
y teniendo en cuenta que 




Resolviendo la ec.(3) por transformada de Laplace 
y por la convolución de Laplace 
y por la inversión de Fourier 
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Teniendo en cuenta que 
t^^^^t^(^fr^^^^w^*^ws¡Kn 
y por la ec.(2) 
« M ^ I ^ + ^ M ^
 (6) 
a) En régimen estacionario t—?o° la ec. (5) toma la for_ 
ma 
y si r^[-a<Ht/^lí- i>Ü«-^VS^ 
y para valores negativos de Nix 
(7) 
(8) 
b) Si en el cuerpo se genera calor o coexisten simultánea 
mente manantiales térmicos con el movimiento del sólido, la dis-» 
tribución de temperaturas se obtiene por superposición de las so 
luciones correspondientes consideradas aisladamente y para el 
mismo tiempo y posición. 
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E/implo Í.9-I. 
Un bloque que puede considerarse cono un sfilido semiinfi-
nito disminuye su espesor por sublimación en una corriente de gas 
que mantiene la superficie del bloque a 175°C . La velocidad de 
variación del espesor es i o (^ /w) • Determinar la distribucifin de 
temperaturas si para x-700 T^o^c^ 
Por la ec. 8,9-6 
8,9-2. Piano iiníto en mov.cm-ten.to 
El plano de dimensiones W.Li se mueve con la velocidad 
Vx en la dirección del eje x . El paralelepípedo 
engendrado por el movimiento del plano alimenta o disminuye de 
volumen según sea la dirección de la velocidad. El sistema cumple 
la ecuación 
B xt Bfi TU' *<"• W l / (!) 
se pueden presentar las condiciones dadas en el caso de paralele-
pípedos. 
a) Para las condiciones 
T-o -oo<x¿oo o¿v.íU ocicV^ ico 
|I--o V-o g , 0 X=V, X?o (2) 
T^-T0 x-vt=o 
Aplicando sucesivamente la transformada finita de Fourier a las 
direcciones 2 e y y la transformada de Fourier a la dirección 
x
 se tiene la ecuación 
660 
Resolviendo la ec . (3 ) 
v f i ü t % L ! - • • • « • • (4) 
Por la inversión de Fourier 
(5) 





donde Vj="S» * = » £ 6*=*iH>f» 
Haciendo e l cambio de va r i ab les t-t*-—-— la i n t e q r a l 
A o^  P de (6) vale 
1=1 P=l 
(7) 
8,9-3. Piano c-ticu£a^ i en mov¿m.£e.n;fo. 
El plano de radio R se mueve con la velocidad Vz en 
la dirección de eje z . siguiendo el mismo criterio del 
apartado 8,9-2, cumple la ecuación 
a) Para las condiciones 
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T=o 
T = o 
T=T0 
0 ¿ r ÍQ. 
r-, e. 
7 - V t -
- <» <X < o» 
•*7o 
t =o 
l í o 
(2) 
Aplicando a la ec.(1) la transformada finita de Hankel de grado 
cero y la transformada de Fourier 
Por la inversión de Hankel y la inversión de Fourier 
(4) 
donde íí son las raices de »^(?ííO = 0 
Teniendo en cuenta el desarrollo de 8,9-2 
(5) 
8.10. CUERPOS EN MOLIMIENTO CON CAMBIOS VE ESTAPO 
8.10.1. Plano ¿nilnlto. 
Consideremos un cuerpo en estado liquido a temperatura 
superior a la temperatura de fusión Ts que ocupa la re-
gión -oo<x<.o mientras que la región o<.x¿oo está 
ocupada por cuerpo sólido de la misma sustancia. 
La situación anterior se mantiene para XCo . Para t>o 
la transmisión de calor de la región liquida 2 a la región 
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sólida 1 produce solidifación de una parte del liquido dando 
origen a un desplazamiento del plano infinito Yz de la interfa 
se sólido-liquido en la dirección positiva del eje ox 
En la interfase se cumple 
( i ) 
donde x corresponde a la posición de la interfase L, es el 
calor latente y Si la densidad del liquido. La ec.(1) es un 
balance de energía en un espesor ¿x del plano en movimiento. 
Las ecuaciones de transmisión de calor en las regiones 
sólido y 2 liquida toman la forma 
ox,1" VC «*. (2) 
£5 >*5.v-(Si^lteto.&-l^-li.h 5(*-vfo-¿\ 
(3) 
donde S( ) es la función 8 de Dirac. La solución de (2) y (3) 
con la ec.(3) conducen a la solución del problema. Para ello hay 
que tener en cuenta la forma no lineal de la ecuación (3) y de 
la ec. (1) que en definitiva es el principio de superposición. Lo 
que implica la linealización de las expresiones de (1). En el ca 
pltulo 5 se han obtenido las expresiones de semejanza en régimen 
no estacionario 
donde o^ es el numero adimensional de Fourier - ''Vx1 
Aplicando el criterio de semejanza si f-—i=. — r—; 
Aplicando a la ec.(3) la transformada de Fourier en forma análoga 




en el plano de solidificación x2-o T^ * \$ 
(4) 
(5) 
t r í c ( & % ^ (6) 
análogamente para T, 
T,Cx,tHB ^r (fteí) = B í * 1 ^ 
(7) 
en el plano de solidificación T,Cx,"t) = T; 
MK (8) 
y por la ec.(1) 
(9) 
Por (9) se determina el valor áe $> y a partir de éste ultimo 
la relación ¿y fe) 
Ai 
La ec.(9) se aplica fácilmente a distintos casos de im 
portancia cambiando las variables que intervienen en el fen6me 
no: 
a) Fusión de un sólido. El subíndice 1 es la fase llqui_ 
da y el 2 la fase sólida, L es el calor de fusión. 
b) Cambios de fase en estado sólido, los subíndices 1 y 
2 se refieren a fases sólidas de distintas propieda-
des y L es nuevamente el calor de transformación. 
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c) Cambios de fase con capas de distintas propiedades té£ 
micas yuxtapuestas. 
d) En procesos tales como fusi6n con eliminación del li-
quido que se forma o sublimación las ecuaciones son 
las obtenidas en el apartado 8,9. 
e) Soluciones aproximadas pueden obtenerse admitiendo ré-
gimen estacionario. Asi en el caso de un líquido a tem 
peratura constante ^Vcbti^0 y si en la región de 
sólido se cumple te,(^VivV ^  fc/*) la ec. (1) 
toma la forma 
f) Cuando las propiedades térmicas son variables la solu-
ción del problema se tiene por solución numérica de las 
ecuaciones (1), (2) y (3). 
g) En el caso de convección en la superficie se cumple 
WJr ^ ° y si ñi^-0 
las ecuaciones (1), (2) y (3) pueden resolverse por mé 
todos numéricos o métodos aproximados de integración 
conocidos como ecuaciones de balance térmico. La ec. (2) 
puede escribirse para la capa de sólido que se forma 
D&~ 3,-OT (ll) 
Por integración entre los extremos 
T>y AT (12) 
Sustituyendo por los valores de 3t en > y o 
ox •* 
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<*.Í¿t-r0+oilL9x^ ( TAX 
fe Jo ( 1 4 ) 
Tomando XvC) un polinomio de segundo orden con las 
constantes que satisfagan las ec.91) y (2) se obtiene 
TCx.-t) 
Ej e.mplo 1,10-1. 
Se desea conocer la velocidad de solidificación de una 
masa de cinc en estado liquido a 500°C cuando en uno de los 
extremos se mantiene una temperatura de 0°C . 
Solución: 
Las propiedades del cinc en estado líquido pueden admiti£ 
se constantes entre el punto de fusión 419°C y 500°C 
Calor latente 24, \ (kxol/^N 
Análogamente para el sfilido entre 0-411 &¿) 
v o.io« ( w / ^ ) ?,-•»«« ht?) fc.= *2 H A - -o 
*x« fe,V ° , o í '0 HW c*.=°-,°5 HA) 
a p l i c a n d o l a e c . 8 , 1 0 - 4 ( 9 ) 
Cx¿¿) _ •H.o.'5q.e*t>(-l,85¿1). u ¿ - o,5l 0\ft 
í t í p 4iq erfc(»,36A^ 
Resolv iendo e s t a ecuac ión por a p r o x i m a c i o n e s con d a t o s de l a t a -
b l a 1-6, Apéndice I 
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APÉNDICE 1-1 
FUNCIONES VE BESSEL 
1. Ec.uacA.onzi de Bz¿¿e.¿ 
La ecuación diferencial 
l%* dx ^ (1) 
es conocida como ecuación diferencial de Bessel de orden n cuya 
solución es 
Y^ C, JHCX) + Cx^ -yvCx") fara T Y * 0,1,2. 
= C,VC^ + ^ V^lx) Va-ra *,= o, t,2 (2) 
donde C, y C2 son constantes arbitrarias. 1-n.Cx) -y Yw(x") s o n 
las funciones de Bessel de primera y segunda clase respectivamente 
de grado cero, orden n y argumento x dadas por las series infi_ 
nitas 




 " ó^^ró1^ L1- a c a - ^ 1.4(2-^(4-2.*) J Z ^ V¿l r O i - * ) 
donde F es la función gamma dada por 
rCn^ll^t-*)]*^*^. Wyo (4) 




Si H^ o, \ , i . 3 n ü 0 f 3 - n 0 0 s °n soluciones independientes 
de la ec. (1J pero s i vuro.v.a 
Jo ( xy. »-*? + •£? —*í 
(7) 
3,Cx)= = 2-.X. +_X5 
^ 1*4 2a. 4Z. & (8) 
Las funciones V,^  (X) son también series infinitas que tie-
nen la forma 
Y«X*} = A 3„Cx) J^|^i + & 3-W (9) 
o 
p^y, S l m ^ )




donde s = 0,S772.V5C-- conocida como cons tante de Euler 
Para n = 0 
(12) 
V Para w » o , \ , a ~ - Y - * M = f r O K ^ M 
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2. Ecuación de Be.¿¿e.¿ modificada. 
La ecuación diferencial 
y?- £± + x ty -(^-h?-)V = o .... 
dx? íx (14) 
se conoce como ecuación de Bessel modificada cuya solución es de 
la forma 
para W.+ o, \,2 --
f Ax < 1 5' 





"Z_ torOw^ a 7 ) 
fe=o -
Para »v= 0, \ , 1 — se cumple 
í - K W = l n W (18) 
Para "fW 0, \,2__ l-w.^ s "UG<) s o n independien tes . 
Las expresiones de ToCx) e ^ | 00 son 
2* a?. 4^ 
( 1 9 ) 
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Para las funciones K«Cx) 
^--T^Í^«-T*M] para n*011'2-
2 itmuL J (20) 




y para Yv-o,l,a,--- se cumple la relación 
K-*l>0 = vea*)
 (23) 
3. Fu.nc-tone.4 de 8e¿¿e-C ge.ne.fia¿.¿za.da.¿ 
La identificación de una ecuación diferencial con las 
ecuaciones de Bessel puede hacerse por comparación con ecuacio 
nes de Bessel generalizadas. 
Una ecuación de este tipo es 
- 676 -
Ay* (241 
con la solución 
La comparación de la ecuación problema con la ec. (24) se sigue 
la solución a partir de la ec.(25). 
Otra ecuación generalizada es: 
ÍtX?^<a**+^=° (26) 
con las soluciones 
y_ X ^ lC, 3R(u) * > ) + Ci3-vt(u) X ^ vi* 0,1.4-
(28) 
La identificación de la ec.926) con la ec.(l) conduce a las ecua 
ciones 
asi la ec.(26) es la ec.(l) s i Y-b-a o \>=0 
Cuando se trata de ecuaciones diferenciales del tipo 
Xl
 $ & + *&-(t*«f)y = 0 (29) 
La solución general es 
677 
donde A y B son constantes arbitrarias y B«rr_00 ^*U^(x), *.er^fc) 
Vieirtfl las funciones reales imaginarias de las funciones 
, R\ I l ™ « " ' t ( 3 1 ) 
t>er f yS = "5 Wa) 4>v .. eos (3h>2W)tt 
**wU<) - / . ^ \ rCw+b+i) v A 
fe=o 
;
 Z_ fe\rM*v> 4 (32) 
Para \i-o 
\ A ^ a ^ D b\ (vv+tó\ ( 3 5 ) 





4. T6imuia¿ de KQ.c.u.n.izne.10.. 
(i) V,(x)= V.Oo-^I^Cx) 
(3) X I'v (x) 4- V1
 y(y) = X lv- ,W 
(4) x TV(X) - ^ Iv>(x) = X"lv+, Cx) 
(5) X K'v Cx) + V Kv Cx") = - X Kg-, Cx) 
(fe) X K'y Cx) - V Vv Cx) - - x K„+, Cx) 
0 ) x 3'v Cx) + V J„[x) = X V i W 
(?) X 3V Cx^> - V 3^Cx) = - x 3„«(x) 
(5) X V'v Cx) + v Yv Cx) = - x Yv_, C*) 
(lo) X YV (x) - v> Y^  (x) = -X YKVI CX) 
0 0 I* (x) YVtx) - YvCx) 3'w Cx) - 4x 
Q3 Iv) W K U X ) - K^CX) 1'V CX) = - ± 
(lí) I^C>0 *v + , Cx) + Vv M Ivv. Cx) = x-
OA) 3v,(x<Uf(fc>Tú)) = ex^(vfenC)3v(x) 
C^) Yv (xexyCWií) = ax (^-v>feTti.)Yv,Cx)4 i'v ií^-^k-n.) cfcj(n^3vCx) 
(l¿) ky[x- W^C* ^ ) "-* 5 U * f O ^¿)tlvCx)iiYv,Cx)] 
(\T) k.vCx)= kvCx) 
O») k ^ M ^ ^ txf>(-x) 
(iq) 1„(X«X$>(Í:\¿)
 = tX^(±OTÍ)3v(x) 
(lo) J " n i»Cr vj) «xj, C-a1^ d^
 = Aa txy C- ^ /«a} 
(H) i J"¿Xf> I- VZ- ^ ^ = KB CX) C (X^)70 
dx L J 
(aaJ ^ [ x 0 H jwCx)] = - x " v 3VW Cx) 
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(2 4) £y[x*iv(xyi= x^Vito 
Cas) & tx - * l *M>x*« W*"> 
(as) Yííx^-^.W 
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0 , 0 0 0 0 
0 , 0 5 
0 , 1 0 
0 , 1 5 
0 , 2 0 
0 , 2 5 
0 , 3 0 
0 , 3 5 
0 , 4 0 
0 , 4 5 
0 , 5 0 
0 , 5 5 
0 , 6 0 
0 , 6 5 
0 , 7 0 
0 , 7 5 
0 , 8 0 
0 , 8 5 
0 , 9 0 
0 , 95 
1 , 0 0 
1 , 0 5 
1 , 1 0 
1 , 1 5 
1 , 2 0 
1 , 2 5 
1 , 3 0 
1 , 3 5 
1 , 4 0 
1 , 4 5 
1 , 5 0 
1 , 5 5 
1 , 6 0 
1 , 6 5 
1 , 7 0 
1 , 7 5 
1 , 8 0 
1 , 8 5 
1 , 9 0 
1 , 9 5 
2 , 0 0 
2 , 0 5 
2 , 1 0 
2 , 1 5 
2 , 2 0 
2 , 2 5 
loto 
1 , 0 0 0 0 
0 , 9 9 9 3 
0 , 9 9 7 5 
0 , 9 9 4 3 
0 , 9 9 0 0 
TABLA I 
0 , 0 0 0 0 
0 , 0 2 4 9 
0 , 0 4 9 9 
0 , 0 7 4 7 
0 , 0 9 9 5 
K D 
- 1 , 9 7 9 3 
- 1 , 5 3 4 2 
- 1 , 2 7 0 7 
- 1 , 0 8 1 1 
Funciones de B e s s e l 
























0,9844 0,1240 -0,9315 - 2,7041 1,0156 0,1259 1,5415 3,7470 
0,9776 0,1483 -0,8072 
0,9696 0,1723 -0,7003 
0,9604 0,1960 -0,6060 
0,9500 0,2193 -0,5214 
0,9384 0,2422 -0,4445 
0,9257 0,2647 -0,3738 
0,9120 0,2867 -0,3085 
0,8971 0,3081 -0,2476 
0,88,12 0,3290 -0,1906 
0,8642 0,3492 -0,1371 
0,8462 0,3688 -0,0868 
0,8273 0,3877 -0,0392 
0,8075 0,4059 0,0056 
•0,7867 0;4233 0,0480 
0,7652 0,4400 0,0882 
0,7428 0,4559 0,1262 
0..7196 0,4709 0,1621 
0,6957 0,4850 0,1960 
0,6711 0,4982 0,2280 













0,4837 0,5644 0,4022 
0,4554 0,5699 0,4204 
0,4267 0,5743 0,4370 
0,3979 0,5777 0,4520 




















0 , 5 1 5 0 
0 , 5 1 8 2 
0 , 5 2 0 2 
. 0 , 5 2 0 7 
0 , 5 2 0 0 
- 2 , 2 9 3 1 1 , 0 2 2 6 0 , 1 5 1 6 1 , 3 7 2 4 3 , 0 5 5 9 
- 2 , 0 0 0 4 1 , 0 3 0 8 0 , 1 7 7 6 1 , 2 3 2 7 2 , 5 5 9 1 
- 1 , 7 8 0 8 1 , 0 4 0 4 0 , 2 0 4 0 1 , 1 1 4 5 2 , 1 8 4 3 
- 1 , 6 0 9 5 1 , 0 5 1 2 0 , 2 3 0 7 1 , 0 1 2 9 1 , 8 9 1 5 
- 1 , 4 7 1 4 1 , 0 6 3 4 0 , 2 5 7 8 0 , 9 2 4 4 1 , 6 5 6 4 
- 1 , 3 5 7 1 1 , 0 7 7 0 0 , 2 8 5 5 0 , 8 4 6 5 1 , 4 6 3 5 
- 1 , 2 6 0 3 1 , 0 9 2 0 0 , 3 1 3 7 0 , 7 7 7 5 1 , 3 0 2 8 
- 1 , 1 7 6 7 1 , 1 0 8 4 0 , 3 4 2 4 0 , 7 1 5 8 1 , 1 6 6 7 
- 1 , 1 0 3 2 1 , 1 2 6 3 0 , 3 7 1 8 0 , 6 6 0 5 1 , 0 5 0 2 
- 1 , 0 3 7 5 1 , 1 4 5 6 0 , 4 0 1 9 0 , 6 1 0 5 0 , 9 4 9 5 
- 0 , 9 7 8 1 1 , 1 6 6 5 0 , 4 3 2 8 0 , 5 6 5 3 0 , 8 6 1 7 
- 0 , 9 2 3 6 1 , 1 8 8 9 0 , 4 6 4 5 0 , 5 2 4 2 0 , 7 8 4 6 
- 0 , 8 7 3 1 1 , 2 1 2 9 0 , 4 9 7 1 0 , 4 8 6 7 0 , 7 1 6 5 
- 0 , 8 2 5 8 1 , 2 3 8 6 0 , 5 3 0 6 0 , 4 5 2 4 0 , 6 5 5 9 
- 0 , 7 8 1 2 1 , 2 6 6 0 0 , 5 6 5 1 0 , 4 2 1 0 0 , 6 0 1 9 
- 0 , 7 3 8 7 1 , 2 9 5 2 0 , 6 0 0 7 0 , 3 9 2 1 0 , 5 5 3 4 
- 0 , 6 9 8 1 1 , 3 2 6 1 0 , 6 3 7 4 0 , 3 6 5 6 0 , 5 0 9 7 
- 0 , 6 5 8 9 1 , 3 5 8 9 0 , 6 7 5 4 0 , 3 4 1 1 0 , 4 7 0 3 
- 0 , 6 2 1 1 1 , 3 9 3 7 0 , 7 1 4 6 0 , 3 1 8 5 0 , 4 3 4 5 
- 0 , 5 8 4 3 1 , 4 3 0 4 0 , 7 5 5 2 0 , 2 9 7 6 0 , 4 0 2 1 
- 0 , 5 4 8 5 1 , 4 6 9 2 0 , 7 9 7 3 0 , 2 7 8 2 0 , 3 7 2 5 
- 0 , 5 1 3 4 1 , 3 1 0 2 0 , 8 4 0 9 0 , 2 6 0 3 0 , 3 4 5 5 
- 0 , 4 7 9 1 1 , 5 5 3 3 0 , 8 8 6 0 0 , 2 4 3 6 0 , 3 2 0 8 
- 0 , 4 4 5 4 1 , 5 9 8 8 0 , 9 3 2 9 0 , 2 2 8 1 0 , 2 9 8 1 
- 0 , 4 1 2 3 1 , 6 4 6 7 0 , 9 8 1 6 0 , 2 1 3 8 0 , 2 7 7 3 
- 0 , 3 7 9 7 1 , 6 9 7 0 1 , 0 3 2 2 0 , 2 0 0 4 0 , 2 5 8 2 
- 0 , 3 4 7 5 1 , 7 4 9 9 1 , 0 8 4 8 0 , 1 8 7 9 0 , 2 4 0 6 
- 0 , 3 1 5 9 1 , 8 0 5 5 1 , 1 3 9 4 0 , 1 7 6 3 0 , 2 2 4 3 
- 0 , 2 8 4 7 1 , 8 6 3 9 1 , 1 9 6 3 0 , 1 6 5 5 0 , 2 0 9 3 
- 0 , 2 5 3 9 1 , 9 2 5 2 1 , 2 5 5 5 0 , 1 5 5 3 0 , 1 9 5 9 
- 0 , 2 2 3 6 1 . 9 8 C 5 1 , 3 1 7 1 0 , 1 4 5 9 0 , 1 8 2 6 
- 0 , 1 9 3 8 2 , 0 5 7 0 1 , 3 8 1 3 0 , 1 3 7 1 0 , 1 7 0 7 
- 0 , 1 6 4 4 2 , 1 2 7 7 1 , 4 4 8 2 0 , 1 2 8 8 0 , 1 5 9 5 
- 0 , 1 3 5 4 2 , 2 0 1 8 1 , 5 1 7 9 0 , 1 2 1 1 0 , 1 4 9 4 
- 0 , 1 0 7 0 2 , 2 7 9 5 1 , 5 9 0 6 C , 1 1 3 8 0 , 1 3 9 8 
- 0 , 0 7 9 0 2 , 3 6 1 0 1 , 6 6 6 4 0 , 1 0 7 1 0 , 1 3 1 0 
- 0 , 0 5 1 6 2 , 4 4 6 2 1 , 7 4 5 5 0 , 1 0 0 7 0 , 1 2 2 7 
- 0 , 0 2 4 8 2 , 5 3 5 6 1 , 8 2 8 0 0 , 0 9 4 8 0 , 1 1 5 0 
0 , 0 0 1 4 2 , 6 2 9 1 1 , 9 1 4 0 0 , 0 8 9 2 0 , 1 0 7 9 
0 , 0 2 7 1 2 , 7 2 7 0 2 , 0 0 3 9 0 , 0 8 4 0 0 , 1 0 1 2 
X 
2 . 3 0 
2 . 3 5 
2 . 4 0 
2 . 4 5 
2 . 5 0 
SM 
0 . 0 5 5 5 
0 . 0 2 8 7 
0 . 0 0 2 5 
- 0 . 0 2 3 2 
- 0 . 0 4 8 3 
3,0¿) 
0 . 5 3 9 8 
0 . 5 3 0 4 
0 . 5 2 0 1 
0 . 5 0 9 0 
















2 . 8 0 
2 . 8 5 
2 . 9 0 
2 . 9 5 
3 . 0 0 
- 0 . 1 8 5 0 
- 0 . 2 0 5 1 
- 0 . 2 2 4 3 
- 0 . 2 4 2 6 







, 3 9 2 8 
. 3 7 5 4 
. 3 5 7 4 
. 3 3 9 0 
3 . 0 5 
3 . 1 0 
3 . 1 5 
3 . 2 0 
3 . 2 5 
- 0 . 2 7 6 5 
- 0 . 2 9 2 0 
- 0 . 3 0 6 6 
- 0 . 3 2 0 1 








, 2 8 1 2 






















3 . 5 5 
3 . 6 0 
3 . 6 5 
3 . 7 0 
3 . 7 5 
- 0 , 
- 0 , 
- 0 , 
- 0 . 
- 0 . 
. 3 8 6 4 
.3917 
. 3 9 6 0 
. 3 9 2 3 







. 0 9 5 4 
, 0 7 4 5 







, 8 0 
, 8 5 
, 9 0 
. 9 5 
. 0 0 
- 0 . 4 0 2 5 
- 0 . 4 0 2 6 
- 0 . 4 0 1 8 
- 0 . 3 9 9 9 
- 0 . 3 9 7 1 
0 . 0 1 2 8 
- 0 . 0 0 7 3 
- 0 . 0 2 7 2 
- 0 . 0 4 6 8 
















4 . 3 0 
4 . 3 5 
4 . 4 0 
4 . 4 5 
4 . 5 0 
- 0 . 3 6 1 0 
- 0 . 3 5 2 0 
- 0 . 3 4 2 2 
- 0 . 3 3 1 7 
- 0 . 3 2 0 5 
- 0 . 1 7 1 9 
- 0 . 1 8 7 6 
- 0 . 2 0 2 7 
- 0 . 2 1 7 2 




















0.4902 0.1675 3.4185 
0.4813 0.1883 3.5532 
0.4714 0.2084 3.6942 
0.4605 0.2276 3.8416 
0.4486 0.2460 3.9959 
0.4359 0.2635 4.1573 
0.4223 0.2801 4.3261 
0.4079 0.2959 4.5027 
0.3927 0.3107 4.6875 
0.3768 0.3246 4.8807 
0.3602 0.3376 5.0829 
0.3431 0.3496 5.2944 
0.3253 0.3606 5.5157 
0.3070 0.3707 5.7472 
0.2882 0.3797 5.9893 
0.2690 0.3878 6.2426 
0.2495 0.3949 6.5076 
0.2296 0.4010 6.7848 
0.2094 0.4061 7.0748 
0.1890 0.4101 7.3782 
0.1684 0.4132 7.6956 
0.1477 0.4153 8.0276 
0.1269 0.4165 9.3751 
0.1060 0.4166 8.7386 
0.0852 0.4158 9.1189 
0.0645 0.4141 9.5168 
0.0438 0.4114 9.9332 
0.0233 0.4078 10.3689 
0.0030 0.4033 10.8248 
-0.0169 0.3979 11.3019 
-0.0366 0.3916 11.8011 
-0.0560 0.3845 12.3235 
-0.0751 0.3767 12.8703 
-0.0937 0.3680 13.4424 
-0.1119 0.3585 14.0412 
-0.1296 0.3483 14.6679 
-0.1467 0.3375 15.3239 
-0.1633 0.3259 16.0104 
-0.1793 0.3137 16.7290 
-0.1947 0.3010 17.4811 
1.00 
2 . 0 9 7 8 
2 . 1 9 5 7 
2 . 2 9 8 1 
2 . 4 0 5 0 
2 . 5 1 6 7 
Voto 
0 . 0 7 9 1 
0 . 0 7 4 5 
0 . 0 7 0 2 
0 . 0 6 6 1 
0 . 0 6 2 3 
K,(X) 
0 . 0 9 4 9 
0 . 0 8 9 1 
0 . 0 8 3 7 
0 . 0 7 8 5 
0 . 0 7 3 8 
2.6334 0.0587 0.0694 
2.7553 0.0554 0.0652 
2.8828 0.0522 0.0613 
3.0161 0.0492 0.0577 
3.1554 0.0464 0.0543 
3.3010 0.0438 0.0511 
3.4533 0.0413 0.0481 
3.6126 0.0390 0.0452 
3.7791 0.0368 0.0426 
3.9533 0.0347 0.0401 
4.1355 0.0327 0.0378 
4.3262 0.0309 0.0355 
4.5256 0.0292 0.0335 
4.7342 0.0276 0.0316 
4.9525 0.0260 0.0298 
5.1809 0.0246 0.0281 
5.4199 0.0232 0.0265 
5.6701 0.0219 0.0250 
5.7318 0.0207 0.0235 
6.2058 0.0196 0.0222 
6.4925 0.0185 0.0209 
6.7927 0.0175 0.0197 
7.9068 0.0165 0.0186 
7.4357 0.0156 0.0176 
7.7800 0.0147 0.0166 
8.1404 0.0139 0.0157 
8.5177 0.0132 0.0148 
8.9127 0.0124 0.0140 
9.3264 0.0118 0.0132 
9.7594 0.0111 0.0124 
10.2129 0.0105 0.0117 
10.6877 0.0099 0.0111 
11.1849 0.0094 0.0105 
11.7056 0.0089 0.0099 
12.2508 0.0084 0.0093 
12.8219 0.0079 0.0088 
13.4199 0.0075 0.0083 
14.0462 0.0071 0.0079 
14.7021 0.0067 0.0074 












































































































-0.2723 0.2135 22.7936 
-0.2825 0.1975 23.8299 
-0.2920 0.1812 24.9147 
-0.3007 0.1646 20.0506 
-0.3085 0.1478 27.2398 
-0.3216 0.1137 29.79 
-0.3313 0.0792 32.58 
-0.3374 0.0445 35.65 
-0.3402 0.0101 39.01 
-0.3395 0.0238 42 69 
-0.3354 0.0568 46.74 
-0.3282 0.0887 51.17 
-0.3177 0.1192 56.04 
-0.3044 0.148.1 61.38 
-0.2882 0.1750 67 23 
-0.2694 0.1998 73.66 
-0.2483 0.2223 80.72 
-0.2251 0.2422 88.46 
-0.1999 0.2596 96.96 



















20.2528 0.0046 0.0050 
21.2034 O.Q043 0.0047 
22.1993 Q.0Q41 0.0045 
23.2426 0.0039 Q.0042 
24.3356 0.0036 0.0040 
26.68. 0.0033 0.0036 
29.25 Q.0029 0.0032 
32.08 0.0026 0.0029 
35.18 O.Q023 0.0025 
38.59 0.0021 0.0023 
42.33 0.0019 0.0020 
46.44 Q.0017 0.0018 
50.95 0.0015 Q.0016 
55.90 0.0013 0.0014 
6 1 . 3 4 0.0012 0 .0013 
67.32. 0.0011 0.0012 
73.89 0.0010 0.0010 
81.10 0.0009 0.0009 
89.03 0.0008 0.0008 




TRANSFORMABAS VE FOURIER 
l. Se.ii.zi de Voan.X.tn. 
Una funci6n í(^) puede expresarse por una serie infini. 




OLv,. y b«. se conocen como coeficientes de Fourier. Para una 
función de intervalo av. 




« . i í « cosfaEíñly n = o.\.2--
* * " r ] _ L V L J (5) 
b K = l ( F(x) W i W U * h.= 1.1.1 — C6) 
La serie (1) puede ponerse en forma compleja 
Oc 





Si ^(*) es una función par Píy)=Fírx) y si es integra-
ble en el intervalo (-L, L") 
-L Jo 
(9) 
Si F(x) es una función impar FMs-ftó 
1 f(y',)Ay = o 
En las series de Fourier de funciones pares aparecen sólo los 
términos del coseno mientras que en las funciones impares apare-
cen sólo los términos en seno. La función PCx) cumple las 
condiciones de Dirichlet es decir F (x) tiene solamente un nú 
mero finito de máximos y mínimos en el intervalo de la función y 
un número finito de discontinuidades en el citado intervalo. 
La identidad de Parseval establece 
1 \ (F l*aT) A* = Q?^{oí*\?¿)
 (10) 
y por e l t eorema de Lebesgue-Rieman 
i^w 1 f(x) U*L(TJ¿E*UX = 0
 ( 1 1 
l íw. ( TCy")cosC«S2r)Ax=o ( 1 2 ) 
h-»«o ] L ' 
2
- I n - t e g i a í de Fcui-te* 
La e c . ( 1 ) puede e s c r i b i r s e 
Ftf>= 3**2. t i \ ^ ^ M ^ l ^ ^ ^ V H ^ ^ f H (13) 
Si 
a L - 7 o o a?_ 1 ( T(X^AX=O T - " 7 0 
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FC*="if \°^^^)^=^\ ^«>«*^*"^** 
C141 
La ec. (14) se conoce como integral de Fourier y para su aplica-
ción debe cumplir las condiciones de Dirichlet y que 
( \FG0lAx 
J-Oo 
sea absolutamente convergente. 
La ec.(14) puede expresarse en la forma 
L-
(15) 
FCX> ^ t i **£&&««> ** tiei 
Las ec.(14), (15) y (16) pueden escribirse 
o= 




Cl(V) = -i l F(/)tOS(u.x)4.X Uo-")= -1 \ F0¿) Hm(u-X^X 
J-OO J-OO 
Para F(x) par 
Íoo roo 
eos (ox) dx I t(jS) oos (u.x") <Lu_
 ( x 8 j 
Para FCx^) impar 
F(
*J = | 1 Slm.Cux^áx F M « H U X ) A X (19) 
Jo Jo Jo Jo 
3. Jiani{¡oimada. de Toui¿e.i 
Se define la transformada de Fourier de una función ^ *) 
que cumple las condiciones de Dirichlet y convergencia absoluta 
roo 
de su integral I | F(x^ Ax 
J-Oo 
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H.F60]s M ^ > " j = ( p(y) t*f(i&«)fc (20) 
J-Oo 
y su ecuación de inversión 
**> <;'(«> ^ X H ^ ( - 1 * ^ (2i) 
J-Oo 
Para las derivadas de la función FCx) se tiene 
y si ííw». í(x} = o 
L\_^gSj=-L^Ttft <22> 
y en forma análoga la derivada w. 
Para una función de dos variables ff*,v) la transforma 
da de Fourier puede escribirse 
L ^ Ovflls M W S TST F(*'Y) " K ^ * * 





con la inversión 
vc^v_i r ru^ ^t-^^wv (27) 
2.TI J-oo J-oc 
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y l a inversión 
roe 
^-)-{k)^\;- Í°° Iti 
Las ecuaciones anteriores pueden extenderse a m varia-
bles 




4. Convo£uc£6n de Tou.Kie.fi 
Si íp,(i) y £*•(£) s o n l a s transformadas de Fou-
rier de fiOO y í"i(>¿) se denomina convoluci6n de Fourier 
Fi()^* fiW a la transformada del producto FC*) ^2) 
es decir 
J-oo J-oo w U J 
puesto que 
OO fOO 
*> J-«> J-OO 
\Jíü ííxCft <-<í t
L M ^ l F'W) wb(i <Ti **l = \ W $ * & ) ^ i - i - Í A ^ 
«° J-°° (31) 




conocida como relación de Parseval para las transformadas de 
Fourier. 
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5. Ttia.niioima.da.il dt¿ ¿zno de Fou4.-ie* 




y su inversión 
F(x> fé p M O **U*W (34) 
Jo 
y para l as der ivadas de F(x) 
y s i F(<1-o s i x->°° 
>*U«xVL ¿p ("(/>costilA*=-^rH?)
 ( 3 5 ) 
donde ££(0 es la transformada del coseno de Fourier, análogamente 
y si ^r^-° Para x= °° 
(36) 
6. T i^anA^ofl.mada¿ deZ coseno de FotM-ie* 
Se def ine la transformada del coseno de Four ie r de la 
función Kx) 
Jo ( 3 7 ) 
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con la inversión 
«rt=^p£ttWC*tt*t (38) 
J O 
y para las derivadas de K*) 
^[HPY & p ^ ^ ^ - t w " ( ! í + ^ CíW ****** 
y s i FW«fl ^ - > 0 ° 
L f^g£).>j*VC¿K^(q C39) 
análogamente 
V Si 4ZÍ^ =0 X^°° 
A* 
LU^>-^F,tOVr^C^ (40) 
En generáis, l ^ _ J j . o
 7 ^ ^ ^
A 
K ^ - J W H C ^ 
y para las transformadas del seno 
y de (41) y (42) 
(41) 
(42) 
*r c«--^«-o*r** (43) 
^ H í ) > S ^ - ^ " ^
 (44) 
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Igual que para las transformadas de Fourier, las transformadas 
del seno y coseno de Fourier se pueden aplicar a múltiples vari£ 
bles y así para el caso de dos variables 
LFS [FCX.^H f * [$,i)= NJl 1 FÍ'.S) .5*nC¡» Ax C45) 
i o 
LFc[F(v^]=- S«.<A« fñ ^K*,H)<»*WA* ( 4 6 ) 
con las inversiones 
uvA=& ru^wfrtw <47) 
> o 
t= C*-^  = # \" ÍF Cfcft «*(* í) ¿í (48) 
análogamente 
L? l í | ( M » £?(4,*I%^ 1 "f'Ci,^  í ^ M á y (49) 
'o 
U\.^ u,S)> ^ > g | ^ ( W « * M A *
 (50) 
y 
HwY | r 1 fpM,$s**(*.0 ^^MD A<*i (5D 
fc^ vv- * r recí^^C'O^tíi^s ^ (52) 
Jo Jo 
^Ct,^=f f íK í íO^ t " " ! ^ (53) 
Jo 
í*(!M- ^ i ** u,n^toiCv^  An (54) 
La convolución de Fourier es también aplicable a las transfor-
madas del seno y coseno de Fourier. 
Si íFl ($) y í£(<\ son las transformadas del coseno 
de Fourier de las funciones F,C>0 y Fi(x) 
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(55) 
Análogamente para el caso de las transformadas del seno y coseno 
de Fourier 
\ * W &ifl^6«W* vil 1 ° ^ ^ * ^ ("MíD^nO** 
Jo 1 a j 0 J0 
(56) 
Pa ra F iOO^zOQ -/ X--o en l a e c . (55) 
JO Jo 




Transformadas de Four ier 
fe fe á(x^  
(4) ( :*•«%* SKW 
(5") « i Í-K S\i) X* 
V*>) jr o bel > o 
t<U i , t¿*"FfCft F * W 
Cío) i" « 4 | ^ **«*> 
Oí) \£a U*(¿í?*) xotbC-Wxi) 
r . i_ /gxfVia(u)+t>VtyE[iWuH¿'ifl fixbCi^x) ¿>.<.x¿b 
, í e^bfrox-viujjí') x?o 
ni cosk£) + LOSU^ coiWOt*) 
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{ > Van cosUlCHCosUo} 
^
 b ) o tfi<W 
- i i ¿ a < T i 
cosW(x,J 
\Tri¡^xz W\ ? a 
o * \ <a_ 













4 oc x <<x 
o *ya. 
ü « 7 a i o 
TABLA 1-2(2) 
Transformadas del seno de Fourier 
f¿tgl = \ í | 1 FCy,) S l ~K* A* W*>« NJÍ HJ({•) w t i a t 
J o Jo 
^ Í "i 
W l\Jf XV l 
(7) £ ¿0-**«*) í~ TJSSJ 
()i\ >J2 (n-iV ^ t » v OACW(W\
 x*w íyK(-ax) 
V i Mn \ p T x ^ r 
Os) & H l ^ ] ^ 
fie.) vfe V i o<:i'¿n. í_-n,o S^Tt* 
v
 ' M i s
 WX2 
0?) \/f Y. (l^\/T)4 \ í l K. CÍO-Vf) S e a ^ Q 









0¿<3. ¿ £ 
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TABLA 1 - 2 ( 3 ) 
Transformadas del coseno de Four i e r 
ü) v | | S f ^ 
CO í„ «K -^ -»&s 
» 0 < X <CL 
O * ? « • 
\ 
(0 si* *-v/i 
(?) N | ^ ***-*) 
(í) ***(-$*) ***>(.-x1) 
(l o) E í < a SKW.CO.X') 
4 * 
O Í-7CL 
OÍ) \3kw* i<y*<o - w ^ w m ^ t^xi) 
O5") u ' i 1 &cck(Tix-) 
09 ar(V) 
"V \JTn L Mb i+í \ o X7«X 
, 11 CQSlv CJT. $ f l ^ k ( ^ VQ 
V^) V2 cOsW(vRi) coSW(Vn/<) 
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2 . TRANSFORMABAS FINITAS PE FOURIER 
1. Tn.amioxmad.ei6 4¿n¿ta¿ dtl ¿ene de Tou.n.le.1 
Si la función fCx) s a t i s f a c e l a s condiciones de Di-




donde \- ^ ^ la teoría de las series de Fourier establece 
F ( v ) - - ^ ^ « f t ^ (2) 
Vrv-I 
y para l a s derivadas de PC>0 
W i <u r J0 A» L Jo Jo 
(3) 
s i rn de í l T r r r es entero 
donde es l a transformada f i n i t a de l coseno de Four ie r . 
Análogamente para l a derivada segunda de Fíx) 
ÜtW t^HK>í^<««** (5) 
y si m es entero el primer miembro del segundo término vale 
cero 
(5a) 
2. T/ia«¿iJo^.mada¿ {¡Á.\n¿ta¿ dtl co¿e.no de FcuA-teA 
Con las mismas condiciones para TC>) se def ine 
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L°F ÜFGO] = ^ ) = FOO eos IH) ¿x ( 6 ) 
donde í- "^ —^ y la inversifin 
- X 
oo 
F W « Í E Í S l ^ « « t ' ' í ) ( ^
 ( 7 ) 
Para la derivada primera de FCx) se cumple 
y para la derivada segunda 
(10) 
Por el mismo procedimiento pueden obtenerse las derivadas supe-
riores tanto para el coseno como para el seno. 
3. Convoluc¿6n de tn.an¿4on.mad<u i¿n¿ta¿ de. fou>uLeJi 
Si ífcCO y ÍT,C^ son las transformadas fi-








un tratamiento más completo puede hallarse en los libros de 
Churchill (1944) pág. 274, Sneddon (1972) pág. «30, indicados 
en la bibliografía de los capítulos anteriores. 
4. TA.an¿^oA.mada¿ ^¿n¿ta¿ dit ¿e.no y caeno de. fou>i¿e.n. de. mú.tt¿_ 
plít va.ti¿abte.¿ . 
Para una función FC*iV) que cumple las condiciones 
de Dirichlet en los intervalos o^x^Ly y
 0¿>y<L^ se def^ 
ne la transformada finita del seno de Fourier 
mW- \ \ K*.i) <>**<$,*) i*«.{yi-i) A-* ¿V (i5) 
con la inversión 
oo oo 
FCAS) » t ^ 2. 2.^^*0 Um^^ **to*) U6) 
donde 
y para lasderivadas se sigue el mismo procedimiento que en el 
apartado 2,2 de éste Apéndice, asi para las derivadas segundas 
(17) 
y si el primer término del segundo miembro vale cero 
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- i 
(18) \ [ i r ^ *"M «^0|VJ *"*•, - ^ í? tOft 
• 'o J o 
y en forma aná loga 
Lv r L 
' j i E f ^ S f a t C W ^ C t v ^ Í K ^ - n ' t ^ i . ^ (19) 
^ (Va1 F M




- ^ - ^ t e M E A 
5. Txían¿¿5n de £a¿ í/ianA ijo^ imadai ^¿n¿ía¿ de Tou.iX.zi 
Se conocen como transformadas finitas de Sturm-Liouville 
han sido desarrolladas por Eringer y Curchill, véase bibliografía, 
y permiten elegir la transformada apropiada para unas condiciones 
de contorno determinadas. Se define una transformada finita 
,\> 
ULK*~)}= Í ( U = t&k*Mn*)i* (2i) 
Je 
con la inversión 
(22) 
donde H^ l*") y íw son las autofunciones y autovalores del 










» - i 
^ ( n ^ t ^ 
TABLA 1-2(4) 
Transformadas f i n i t a s d e l seno de Four ier 
rO. 
J o 
*• ' T I TV 
T t W 
(^ x(a-x) 2 a % ^ ( > - ^ ) 
CR) e* f>^ n ¥ T w [ K ' y ^ ' K H 
(jft CBS ( * ^ \ , m , entero _ ^ _ . L v - t ^ ^ 3 * * * -
TT (T>>-TTV 1 ) 
O *v\+rv W ^ ^ , . , ^ 0 ^ 
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TABLA 1-2(5) 
Transformadas f i n i t a s d e l co seno de Four ier 
F 0 0 = 1 ? í (o) + íf »S(*p)%(n) ? ¿ ( n ) , í%60 toS(íg*} ¿x 
**•
 h
- l _ J o 
i O h= 1.2,3 



















S Í A V ^ K / J 





i t ero o 
Y Y V C L 
n(.n?-vn>1 [c-o-^_i] ^ ^ 
- 704 -
APÉNDICE 1-3 
1. TRANSFORMADAS VE KANKEi. 
1. T*.a.n¿$o>Lma.dct.& de Toai-Líl con ¿¿me.tx.JCa. Ka-d-idl 
Si una función F(*,ptx) es función de la variable 
r= C:)'>7 + X^^yl l a transformada de Fourier vale 
M ^ . O ^ Í ^Uv+Vz^ev^C^ + í^lA^Ax, (l) 
y en coordenadas cilindricas si 
m 
o 
Uti l izando la representación i n t e g r a l de l a s funciones de Bessel 
.a* 
1 \ t v^ i 3 veos (»->?) Ae = 3oC§f) 
J o 
y 
y si se define la transformada de Hankel de grado cero de la forma 
U.o L*M¡]« ^,otó » \°r PCr) 3 0(9T) Ar ( 3 ) 
El resultado puede generalizarse a n dimensiones obteniéndose 
la relación 
<?Ví íM>n.,Cft= ú í V ' F ^ V t ? T ) A r (3) 
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J o 
thy (g1) es la transformada de Hankel de grado 0 y la 
inversión 
FiW« i W W > « W > * T (5) 
J o 




y por la re lac ión en t r e funciones de Bessel , Apéndice I 
y s i KTVO en f= °° 
J o 
o teniendo en cuenta 
anSlogamente 
u . ^ ^ r ^ . u ^ - - - ^ ^ ^
 (9) 
Para FC^=o T= °° 
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r V ^ f f l a á g r 5 - 2 \ K r ) ] 3 , a x ~ ) i r . - CWC^)
 U 0 ) 
1 o 
y para ^-o 
^T^p+iága-\3.«o*'=-<,wfi (11) 
3 . Rzla.CA.6n de. ?an.¿zva¿ 
Si ^H.yCt") y TW v {.$) son l a s t r a n s f o r m a d a s 
de Hankel de g rado V de l a s f u n c i o n e s F, (V) y fz(r) 
Jo ' ' Jo J ° 
" f 1 ( r U r n ( « 1 | v ^ U W i ! ( 1 2 ) 
y 
j OH.,VU) í„,iVC4^4=\o^,WfxCr)At- ( 13 ) 1. 
La ec.(13) conduce al cálculo de transformadas de Hankel. 
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TABLA 1 - 3 ( 1 ) 
T r a n s f o r m a d a s d e H a n k e l 
Jo 
WCC) 
(i) | T , ( a O 
Kx)« í tHlV(0 3g(x £, ¿t 
^(x) 
l \ O Í X Í 
\ o X7¿ 

















1 . a 
(£7+a!)-*i 
fitt'+tfr* 
( a ^ f r V l , o , i* a 
H j , ( - a^ 
^ f . f l i • í / / | 
«.(.C-a1)'» S 7 f t | °> ? í a 




X"z t X b ( - a x ) 
x 
X. 




V = o 
0 = í 
0 = o 
V=o 
0 = \ 
0:0 
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2. TRANSFORMADAS FINITAS PE tfANKEl 
1. Funcionen en AeA¿e¿ de Beiáe-Í. (se utiliza v> para el grado en 
lugar de n) . 
En forma análoga a las series de Fourier una función 
puede desarrollarse en series de Bessel 
donde $, ?; son las raices positivas de i^>(£ft} = o 
Los coeficientes C, C; están dados por la relación 
* f P (R 
Y l> U i ^ F M Ar » C, \ r Jv Cí; r") 3„( í.r") dk * 1C \ »TJ(fcr) Ar 
o Jo Jo 
rí 
(2) 
y con las condiciones de ortogonalidad 
•C 
J o 
En el caso de ^= ° 
(3) 
Si £¿ es una r a i z de SvC^^^o 
tfCfcOJ" f 0 - | ^ 3 ^ ^ (5, 
Si <; es una r a i z de £¿ Ií(t;C}+aT%i (£<£) = ° 
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2. Tianiioimada,* f¡¿nlta.í¡ de. Hankzl 
Si una funci6n F(T) cumple las condiciones de Dirichlet, 
se define la transformada finita de Hankel de grado v> en el in-
tervalo (°, £) 
ÍR 
L«,otFCf)]= (H,v tfe>= \ T VW3v CCit3) Ar (7) 
'o 
a) Si t; s o n l a s raices de la ecuación ^(^fc^o 
La inversión de la ec.Cl) es 




F(Y\- ¿ \ 3 ° ^ 7
 (i.\ (10) 
La transformada finita de Hankel de grado vJ es en definitiva 
la transformada finita del operador lineal de SturnrLiouville 
que corresponde a la ecuación de Bessel 
con solución general 
F(í3« A (0^(4-0+^(^^(4^ 
donde en cada caso particular depende de los valores de <¡ 
para las condiciones de contorno. Para íyíf-R\=o s e obtie-
ne la ec.(8) . 
b) Si §; son las raices de la ecuación Si T>>($;R,)+a.3vj(£;R}=o 
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l a i n v e r s i ó n e s 
3 . Pn.opA.eda.dei cíe ¿ c u í^.artá^c)A.macía¿ ¿ . c n ¿ t a ¿ d e tfanfee-t 
a) S i íc e s u n a r a i z d e l a e c u a c i ó n 3v t£ l«^=0 La d e r i v a 
d a d e l a t r a n s f o r m a d a íMiV, (i¿) v a l e d e a c u e r d o c o n l a 
e c . 2 - ( 7 ) 
T rAíMl. 1¿ r^-^UIiHilTWl4V+0V.«,v-ATW3 (12) 
L-H.x) |_ <JT j i y L 
y 
y s i F ( R ) - 0 7 V = c 
U ^ H ^ V ^ ^ (14, 
b) S i í t e s u n a r a i z d e l a e c u a c i ó n v Iv> [ £ ; £ ) - v a ^ C ^ U ^ o 
(15) 
y p a r a v'^o y
 s i *HÍ) - a f O ) 
l
« - l l ^ * f f l ' - Í f U i (16) 
4. T*an¿ doimada& {¡¿nitat de Towi-Len. con intervalo di la (íunc¿6n 
que no Incluye, el oi¿gen. 
Son casos de coronas circulares y tubos; los problemas co 
rresponden a resolver el problema de Sturm-Liouville con condi-
ciones de contorno determinadas para cada caso particular. 
a) Si F(;c¿5-F(Bo^  -o la transformada de Hankel vale 
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Jfco 
con l a i n v e r s i ó n 
o re f er ida a fc< 
r rW c(4.Y-) ar-
to 
con l a i n v e r s i ó n 
tttsJ (t¿wjy CCÍÍT-) t
 H.v(to 
(18) 
donde $; son las raices de la ecuación 
1y(.t,.C¿) Vk;CÍ.Ro')-3vC4.R¿)Yv«;eO =0 (19) 
y 
! M J i ^ - \ i dría _¿i FM%23aíAa ^(atva rt«.y s??,,tftta 
(20) 
í h v ( Q = 1 -r FM[lv.(íi.T")Yv(4l&V U^C^^CÍ.r-) Ar ( 2 1 ) 
b) En r= R* r-W=í(C") *=«« ^'Cx-)-V0l¿i 
{„,„&}= I r PCO^CCiT-)Y^íiK)-Iv(<;«.^(íiTqAr (22) 
Jo. 
FCT)=
 I ¿H^P^7^"^ (2 3' 
donde ÍC son las raices de 
I1Cíc«¡)Vwftc««3-Iv(íitóVvCít««=o (24) 
r diFM . i 4F£rt V1 rtr<\= *!*&«£ F Xtí) - i FC8-V fcHu.vCS) 
( 2 5 ) 
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o referido a Ce 
fu-
(26) 






Y = £ O F'c^=F'CC«) Y.ftL rCT-)=FCCJ) 
(29) 
con l a i n v e r s i ó n 
F(rV 1 ? f ^3Í(ÍLft5 W Q ^ t r~) 
2
 fe» sWfcea-f&tfJtfttai) (30) 
£¿ son l a s r a i c e s p o s i t i v a s de 
IvCtBíiYtf'tiiB»^ -3¿(í;tí)Yi»(fc6)=o C31) 
(32) 
r e f e r i d o a &. 
(33) 
- 713 -
con l a inversión 
*«- i r í íw'f^^ C34) 
£• son l a s r a i c e s p o s i t i v a s de (31) 7 
l-M^L i r 1 Y d-r Y* J -n USL3V(S.B4 
(35) 
Je. 
con la inversión 
donde ¿t son las raices positivas de 
IJítl^Yv'Cí.CVíiíí.tóY'v-C^eo") (38) 
L W l " X t * * T Ar n J" «Éi 3*y«t»0 Cl 
(39) 
o referido a £* 
(40) 
con la inversión 
í. son las raices de (38) 
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UA®U rW~ &*«> i^> ^ g «•»" ** Wtó 
(42) 
e) v r ' S . Í4E^-f l .vF(ir) \ ^ o v= fc, T'£Y--)= T'C««) 
W ( f c > \TFW^Iv(tí^Y , 1>(§ i^-3;(feB¿)y,(íir '>']Ar= \ r F M C C W <*<" 
(43) 
con l a i n v e r s i ó n 
(44) 
, lw;Lu^Tt,rL ,-^So)J 
t¡, son l a s r a i c e s p o s i t i v a s de 
•f r A*T(T
 + i AW) _ £* p(V)\ 4 _ 2 3\>($te¿)lf'C<ap'Hq«-rCe.'fl Í Z ? ^ ¿ X (46) 
r e f e r i d o a R¿ 
íOr) c C ^ Ar
 ( 4 7 ) 
con l a i n v e r s i ó n 
Jfc. 
FM Tvt?_e 3\HUj Co(tcf) yw(tt) 
^ son las raices positivas de (45) 
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con la inversión 
¿^ son las raices positivas de 
(52) 
(53) 
r e f e r i d o a Ce 
(U 
JRO 
l i to 
con l a i nve r s ión 
TP y ^ ^ | i j ¿ ) c . ( ^ W * j 
^ son l a s r a i c e s de (52) y 
L H
^ L din + T
 A T " / l T « ÍVCSÍW) 
- | ^ ' C ( M - a r ( ^ - ^ ( H V ( í ; ' ) (56) 
g) Tr e, FCO=TC«¿) *•»* \ 4 3 $ + a r FW"\ =° 
L a r J Y ; ^ 
(57) 
JR„ 
con l a i nve r s ión 
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1
 t *3 Gfc ft>^ La? + ( i -^JHPv ' CÍÍOJ wuttifun* C58) 
ÍL son l a s r a i c e s p o s i t i v a s de 
t59) 
- 1 ?(*>«? W « >
 (6Q) 
r e f e r i d o a 
- rRt 
Je» 
con l a i n v e r s i 6 n 
£• son l a s r a i c e s de (59) y 
L
* A ' l dx^ + T d r ñ n ) J ~ ñ TvCtlfio^  
+ 1 [F'CW) +ar Kft¿)> ^ WUJ)
 ( 6 3 ) 
L <*'r JT=RI 
W > ( í i ^ i TFC^\_S t f ($ t fV v ( fcR,yívt f ; fcVHÍ^Y\Ar=l rfCT)C.CtiV)A«r ( 6 4 ) 
con l a i n v e r s i ó n 
03 
^ son l a r a i c e s p o s i t i v a s de 
1
 fe ^Hí^H^+tH^WifJT^M^^1^^^1 C65) 
con la inversi6n 
tl son las raices positivas de 
- 718 -




con la inversión 
F _ -ni v ^LOvCfc^VMt^y Wlü _ _ 
(74) 




Transformadas finitas de Hankel 
\>>-l 





o^ 1 3„*,(a«¡) 
Si 
ac 3,(aii) 
4£ ' 3,(a{¡) 
tí 
c 
3^  (ax) 
TABLA 1-3 (3)  
Raices de las funclones de Besee1 por i9ualaci6n a cero 
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TABLA I*-3(4) 





































































































































































































































































TABLA 1-3 t5) 














































































































































































































































































































































































































































































































































































TAEIA 1-3 C7} 



















































Raices de l a ecuacifin M«. ct^tMW) + C, ^ o 







































































































































































































































































































































































Raices de l a ecuación 1¿G0 VÓ(a*)-3<!(ax)VcíO0=i> 












































































TRANSFORMABAS VE LA?LACE 
1. Ve.4¿n¿c¿om¿ 
Dada una función FCx) se de f ine l a t rans formada de Laplii 
ce de la función por L\_Kx}]s f ($"} 
LtFM]=«s"J= ¡"FWty^C-i^áx ( 1 ) 
La transformada de Laplace existe cuando la integral converge para 
algún valor del parámetro s . La existencia de transformadas de 
Laplace se establece por las condiciones suficientes de que FCx) 
sea seccionalmente continua en cada intervalo finito o^x**1 y 
de orden exponencial V es decir, para constantes reales M > O 
y X tales que para todo X71O 
Las condiciones anteriores no son necesarias y así, existe transfo£ 
mada de Laplace cuando se cumple las condiciones 
a) F(x) es seccionalmente continua en cualquier interva-
lo N,4t •¿M donde Ni?o 
b) Hvwv X^TOQ^o para cualquier constante n tal que 
c) TU) es de orden exponencial Y para *>** 
si la transformada de Laplace de una función F(x^ es ?($ la 
transformada inversa de ?(S) es FC*) y se expresa 
tftKsn-wfl
 (2) 
Para funciones F6í) seccionalmente continuas en cada intervalo 
O'LX'ÍU y de orden exponencial para X.7-K) la transformada in-
- 728 -
(2) 
v e r s a e s ú n i c a ( teorema de L e r c h ) , 
2 . ?iop¿zdaidz& di ¿a¿ tKa.n¿lon.ma.da¿ de. Lap¿a.c.z 
a) L i n e a l i d a d 
b) T r a s l a c i ó n 
Se LtFUSUfW 
b ' ) Cambio de e s c a l a 








L\_?HAl = S"-Ksy9M pCo-)-S^J F'fcV F»->( 0 ) (.6) 
d) I n t e g r a l e s 




f) División por x 
J o 
g) Funciones periódicas 
Si P00 e s una función periódica de periodo U) 
L LrGo^K¿) = ^ ^ ^ C - s x n ( x ^
 (10) 
3. InveM-íSn de Lap£ace 
Dada una función Fi Cx) = ft*) iXpC-Y*") absolutamente in 
tegrales entre o , <*> y de valor 0 para - oo < >< ¿ o donde 
V es una constante positiva aplicando la integral de Fourier se 
tiene 




r u ) = J_. l Wf (s*Hs \ ««5 «vl-^0 *«• d3) 
J- i oo +T 'o 
y si ttó) = L^FCu-TQ - ^ "íC^eypMAu. 
K*)r i-, ( U^wb(sx-) AS (14) 
i r a \ J_ i 
La ec. (14) se conoce como inversión de Laplace de la función 
extendida al campo complejo SrX + i'j -El numero real 
se elige de tal manera que S=Y quede a la derecha de todas 
singularidades. Por la ec.(14) se tiene un método directo de cal^  
cular las transformadas inversas de Laplace. 
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4 . Convoluc¿6n de. Laptacz 
Si ífe) y ^[>") son l a s t r a n s f o r m a d a s d e F60 y 6 6 0 
r e s p e c t i v a m e n t e po r l a i n v e r s i ó n de Lap lace puede e s c r i b i r s e 
fVoo + X f t o o v r f -
-U \ f(s} «jfe} e*b(sx)As = -^ l t*VtS»0«¿>As e.lyí) e^tS vDA1 
J_(.O0-Vy 3 - i o o + r ° 
» ,!«,+-> roo 
Qtvfl ctvj J_. \ U ^ - S(*-»lWG> AS
 s \ C,Qvj) P(x-^a-vj 
0 AHA J-ico-a Jo 
Teniendo en c u e n t a que F C * - ^ - 0 **• X ' V ° 
C ^ F U - ^ A V ^ \ G'tvl)Kx-vf)Avl 
l n i J- ioo+v — " J - ioo+ t 
= FCV¡) e-CvO A V| ^ 7 * 7 0 
J Vw 




y s i u = X-Vj 
¿.C^VC^-^A^- \ QCu-x") V(^Au. (17) 
J o 




donde f*6 se denomina convolución de Laplace. Si la inversa 
L"' l-iC^ l n o e s conocida puede buscarse un producto f (s) *JIV 
tal que ító) ^ (.S) = i(.í>) donde las inversas de í(£) y ^(0 sean 
conocidas resolviéndose el problema por la ecuación de convolu-
ción correspondiente 
- 731 -
Í.L j C¡) = t (¿i ^W L"' LS «O] - | x «= 00 ';- r (o) = r 
L-Uttl- [ W f c W ) * , (21) 




Transformadas de Laplace 
J O 
Us) 
W c, Us") •CtíatO 
U) KVcO) 
C3) f O - o ) 
(4) tx^(-aá)fCs) 
(Sil sf(S>F(p) 
(6) 5 H k V s K o - ) - P ( o ) 




00 f 'C^ 
o** r « 
fcV) « 9 9fc) 
(14) j fd^du. 
i r ^ 
^ •> i- <wp(-sui) J,, rL > K 3 **• 
0Q iU i ) 
0D Wfs 
0*) ¿* Ki) 
0*5 ivs" 10 u x^<f(-sl/>u)ÍW ¿* 
FCx) 
c,F,(x) + c1r1(x ,> 
a ? (a/*) 
ex f (ax ) -F ( * ) 
F(X-CL) x > a 




Jo Jo Jo(n-iM 




í * F(a)&U-u.-) ¿ ^ 
J o 
*tt/x 
T(x) = 1 (x+uS) 
J o 
Y^I^^VA*^^ 
•^ •VI f u'^ iu.uVúx^FCu^aw-
F(X*) 
- 733 -
Cío) U M / S ( n 6 l " * ^ ) A . 
J o rcu+0 
Transformadas de a p l i c a c i f i n f r e c u e n t e 
(12) V S A 
(?*) Vi» X 
(24-) ySK n.i.».-*.. ^ / ^ - o ; ° i * * 
(26) %-Q) ¿xj> (ax) 
^ « - - ^ 
(33) '/fe-a)"- hsU23— j^exjCartyk-O! o» 31 
(3A) >|-ar *>° ^ ^ W ^ / M Í 
(35) /MK^fi ¿i..C«HM-«pC--^ 
( i¿) l /$-4)* X i*l> (--**) 
, . \ Qr-fl txt^ axX°i-y)OK-P'¿)-t<P-°0 tx *>(-**) 
l?*) (s+*ycs*« QjZ3y 
(2>q) ' / ( s + a y 1 X2 fc^l-oix) 
- 734 -
Us) P(x) 
(42) V(S^V ( » - ^ ) < x K - ^ 
(4s) s/ |W)* x ( i - ¡6 oí x") «vf>(-<*x) 
(46) <*fe + c¿) **n.(ax) 
(4i) ¿/&l*2>) cosCax) 
CA«) (s-¿ ; W ^ ( a y ) « t A > x ) / a 
<«* W T ^ u*(ax) «x f ^x ) 
M "^b? a" Se*^ <-ax) 
(*0 -gés r a>skCax) 
(?3¡) (¿gb?" ^ IbxV^M 
(54) ^ + a > V ^ f t xV f txa»s(a j f t , 
(55) S/^M*y ^ 7 ^ 
(.54) s/^HQ?)1 ^aate¿) tQ-x cosCa^ ) 
2.a. 
(57) S%Htf)2 cosCM-^ a * Swx^ ax) 
(5%) 
(.53) Ms1-^)1 * s«^k(¿ix) 
(6d) '/(svoí)1 a * CrokCaxV st/Aiax") 
(G\) &Ál-<XxY to^(axUaxtosUax) 
^ -2-CX 
Cfcl) ^ T 5 > ) i * «**Vv ( a x ) 




























% H < ¿ ) I 
s4/(sHo3)3 



















(S-d'x1) w(g.x)- 3ftKco^ (a*) 
x i ^ í a x U ctx7 a?&(ax) 
«a? 
j * KV i t q ^ - iO -X 1 coc,fcLx) 
8 a , 
(3- a 'v71 W q * " ) ^ Q - v toe(Qx) 
? a 
8 
fe-ta'x2') KAA(q.x\-3ax cosUfo») 
qx2 aolia.xV x ^/^W(ax) 
8^? 
ax cosk(o.x>i +(a?xz-i) M*vW(ax) 
8a . 
3x ^w W(ctx^  -v ax 7 iosk(ax) 
femx*) ^vU(ax) ^sax tosU(ax) 
<ZCL 
8 
g *b (ay :QU s ^ W j . t o s ^ ^ - exb(- i a x ^ l 
i x ^ a x ^ r t o s ^ a x ^ ^ s tw^g^y ¿xb (-^0-^)1 
^ r»x|>(-ax") + 2. exJDCay/^ajs^Q^)] 
t < [ > l - ^ I txbCiax/ i^cos^axy^ st/n(<6a?yi 
txp (- <*»^ t f j cjujfy£!i)- coi (ft <^\ ^ «x b ( io-Vi) 1 
i [ext>(ax) + 2 «*b(- ax4) coS(V5 a_x^~j 
-L
 1js»^(a.x>) L¡?sl , (ax)- cos(ax) s¡*vW(a.xVI 
10} 
1 í«^v(ax) cosU(ax) + cosía x) s*/nk(tot)~| 
co£(c.x~) cosk ( a x ) 
J_, ( <¿~W (ax) - U/w ( a . ^ 
































1 , I cosV.^.x) - ujs (ax)") 
-L ( U ^ £ L * ) +wV(ax) ) 
1 (cmW (ax") + eos Cax}") 
d>cfr(-bx)- exfr(-a.y) 






3.(ax) - a x 3, (ax) 
x I , (axl 
a, 
x l0(a.x") 








(m} t M - ^ Y ) £ R " f ü * * a > » x ) f e r e ( ^ — ) *fb \|aT) 
_ oB . eyb(Py+Q.p'1x) Wf -X_= +ft^5x) 




( m ) 












i . c*Vlv/¿ 
( S - N T ^ ) * 
(VÍ¿C) (x/vvfT) ^/s+a +- J I + ¿ ] l n 
£ 
Y * ^ S Y- 0,51 7215 
k * U1+^>M 




 + i')-T(vv>-i").!Us 
FÍX-) 
l o (A VÍ^V) 
T"1 a*71 lh"' 1°° lxH-^u.Mdu. 










(14?) I t ^MfcTc f / *» } 
(|4<fl « K ^ ^ ^ 
0 52.) e^C-a-^ 
í t « Cax") 
_L 
X+Q-
8(x) tunaon delta 
í * b ( - x ^ ) coí(uJx-y>)^A 
- »= flwfeüSLaaítffl dé 
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APÉNDICE 1-5 
"FUNCIÓN IMPULSO O VELTA 
Se conoce como función delta de Dirac y es una función im 
propia de importancia en matemáticas aplicadas. Las dificultades 
de la función 8C>0 se reducen al considerar, que no es una fu£ 
ción ordinaria que tiene valores definidos para cada valor de 
sino que está determinada por sus propiedades. 
La función &(.*) se define de tres maneras 
a) Por la ecuación 
\°°8C-¿) d*=\ 800=o x+o
 ( i ) 
J-Oo 
b)
 500= ^ F-W t 2 ) 
como una secuencia de funciones que cumplen las ecuaciones 
\ f„00 Av - \ &™ F^UVo x*o 
c) Por la propiedad 
o 
8G0F6Í)A*=FCP) (3) 
donde FG0 es una función arbitraria y continua en el origen. 
Las definiciones anteriores o cualquiera otra carecen de signi-
ficado si se considera o(x) como una función ordinaria. Por 
el contrario si hCx) es una distribución que confiere a la 
función CC*~) el valor F(o) la definición c) puede tener un 
significado preciso mientras que las definiciones a) y b) 
pueden cumplirlas otras funciones con ciertas propiedades o fun^  
ciones generalizadas por ejemplo 8(x)+8'O0 
Si se admite que las propiedades de la función están im-
plícitas en la ec.(3) las operaciones formales de las integra-
les y para ¿(x-Xo^ 
7 4 1 
, O 0 (OD 
\ K*-X.}F60<Ax = \ SWF(AX.1 ¿X = F(v^
 ( 4 ) 
J-oo J-OD 
s i V(jC) es una función par , puesto que es con t inua , SOO e s 
par por la ec . (3) . 
Si una función FiC*) es continua en *=° 
\ £,U">S(*)lH:*) Ax = ríOOlF.WfCxflAtr F,tó) ító) 
J-Oo J-Oo 
La derivada de acuerdo con la integración por partes 
y la derivada 
J-Oo 
La transformada de Laplace de SC*) es la unidad puesto que 
£ SU) wPC-«U^ I f «<H-*OáS, ¿ > * * f ^ 
y s i £->£> LÍ&WV-1 




^ \ j w w ^ < ^ - w 




FUNCIÓN PE ERROR 
Se define la función de error VerC*) 
íer(x~)=-^ \ tybC-u^A*. 
y la función complementaria de error ftrcfoO 
U T C ^ I - A- íer{x) = i t^bt^ <U 
Para valores pequeños de x 
y para valores grandes de x 
Por cambio de variables puede obtenerse las ecuac 
r* 
00 
e.yt>C-aJL)Au= 1 ^ íerc(y«To) 
Derivadas de la función de error 
En la tabla 1-8 se indican valores de la función 
- 743 -
TABLA 1-6 














































































































































































































































































































































































































































































































































































*NOTA: l- Per (¿0 = í <TC 0 0 
También se denomina función eT?(V) y \ -«r?(y)= t r ícbC) 
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Función gamma ' L* 
















































































































n e g r a l e s H W = f ^ * ^ ¿ 1 ^ ) = fe, du ' , I e C * V - T 1 - * ^ ^ 

































































































































































































































II-l- Tabla de propiedades de algunos metales y aleaciones. 748 
II-2. Tabla de propiedades de materiales cerámicos. . . . . 755 
II-3. Tabla de propiedades de aceros y aleaciones 760 
II-4. Tabla de propiedades térmicas de materiales diversos. 761 
II-5. Tabla de materiales aislantes para altas temperaturas 764 
II-6. Tabla de materiales aislantes para temperaturas inter-
medias . . « , « « • . • « « . - • 765 
II-7. Tabla de materiales aislantes para bajas temperaturas 766 
II-8. Tabla de poder transmisor y emisividades de algunos cuer 
pos. 768 
II-9. Tabla de propiedades térmicas del aire seco ^ 9 
11-10. Tabla de propiedades térmicas de algunos gases. - - - 7 70 
11-11. Tabla de propiedades del vapor de agua saturado. - - 773 
11-12. Tabla de propiedades del agua liquida, t 7 7 4 
11-13. Tabla de propiedades de algunos metales líquidos. , - 775 
11-14. Tabla de propiedades del mercurio. , 778 
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 h c 
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11%) """• c e c u u H IC 0 U O u tí 
10%) o 6 0 M U H <0 0 O o tí 
20%) o E O 0 < 
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Celuloide j 1.4 
Cemento seco 1.6 
" reforzado 2.2 
" escorias : 1.5 
" Portland 1.9 



































































































































































































































Madera de balsaj 0.128 
" de pino 
" " pino 
0.44 
0.44 
" " nogal 0.8 
" " nogal ¡0.8 
Mica ¡0.29 
y 
" papel 30 ho4 













" fibra paja 

































































































































































" con relleno 














" vidrio con re 
sina epoxy 


















































































































Grafito en tela (va ¡ 0.08 
cío) 5mm espesor 
Grafito en tela (ateos 
fera de Nj) 5mm de~ 
espesor 
Diatomeas, polvo I 0.20 
Magnesia (85%) blo- j 0.17 
ques y formas 
Roca lana (bloques) 
Sílice (fibras tela) 0.1 
Sílice microcuarzo 0.05 
Titanato potásico 
fibras I o 8 
I 
Circonia espuma ! 0 .9 
Circonia con ; 0.32 
t e l a (en vacío) 
2 mu de espesor 
~<°c7 í. m 





























































Magnesia (85%) for 
roas moldeadas. 
Roca, lana 
S i l i c a t o c a l c i c o h i 
d r a t ado (formas 
moldeadas) 
S i l i c e fundida , f i -
b ras 













































































TABLA II-7. MATERIALES AISLANTES PARA BAJAS TEMPERATURAS 
-loo (fe) ¿ V •¿-»\00(»0 




















" p e r l i t a 
" aerogel 
* 1) Po l i e s t i reno 
(espuma) 







V « 1 N 
resJ ("0 i 
i 
¡ 





0 .15-0 .2 
I i 
0 .1 -0 .15 : 





0 . 2 
0 . 2 

















































0 . 1 































TABLA 11-7. MATERIALES AISLANTES PARA TEMPERATURAS CRIOGÉNICAS 
- 2>0 <«C) <T < - \00(?¿) 




























t» lapaó mxxju.puu,. 
1) Emparedado de 70 capas espe 
sor total 3.3 cm de composición 
papel de fibra de vidrio de 
0.3 mm, láminas de Al de 6.10_i 
mu. 
2) ídem 75 capas, 3.5 cm de espe-
sor; papel fibra vidrio (0.12 
mm) láminas Al (1.27.10-1 cm) 
3) ídem 1) con 96 capas espesor 
5 cm. 
4) ídem tejido de Nylon (0.15 mm) 
con láminas de Al (6.3-13.10-3 











































































































t (poder transmisor 
de cuerpo negro 
























































- EMISIVIDADES DE PINTURAS Y BARNICES Cí) 
Esmalte 0.85-0.95 (.l°*c"> 
Laca brillante 0.80-0.95 {.lo"0 
Laca negra 0.98 - 500°C 
Pintura al aceite 0.92-0.96 (100°C) 
Pinturas de Al (10%-22%) 
Soporte -0.52 (1001 
Lacas de Al 0.39 
Pintura Al calentada a 250°C 0.35 
Pintura radiadores 0.77-0.84 (100°C) 
Revestimiento de silicona 0.66-0.75 (200°C) 
Revestimientos de Al+silicona 0.29 (200) 
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TABLA I I - 9 . 
t 
(!0 
- 5 0 
- 4 0 
- 3 0 
- 2 0 
















2 0 0 
300 
4 0 0 
500 
6 0 0 
700 
8 0 0 




























































































































0 .0609;0 .0875 
1 
0.064510.0926 







0.083 ¡0 .121 
0 .0915:0 .132 
0.100 0.145 
0.108 -0 .158 
0.121 ¡0 .171 
0.125 0.184 





















0 . 7 2 8 
0 . 7 2 8 
0 . 7 2 3 
0 . 7 1 6 
0 . 7 1 2 
0 . 7 0 7 
0 . 7 0 7 
0 . 7 0 3 
0 . 7 0 1 
0 . 6 9 9 
0 . 6 9 8 
0 . 6 9 6 
0 . 6 9 4 
0 . 6 9 2 
0 . 6 9 0 
0 . 6 8 8 
0 . 6 8 6 
0 . 6 8 4 
0 . 6 8 2 
0 . 6 8 1 
0 . 6 8 0 
0 . 6 7 4 
0 . 6 7 8 
0 . 6 8 7 
0 . 6 9 9 
0 . 7 0 6 
0 . 7 1 3 
0 . 7 1 7 
0 . 7 1 9 
0 . 7 2 2 
0 . 7 2 4 
fe. 
(K.ÜL.I v 
W . v n . t . ) 
0 . 0 1 7 5 
0 . 0 1 8 2 
0 . 0 1 8 9 
0 . 0 1 9 6 
0 . 0 2 0 3 
0 . 0 2 1 0 
0 . 0 2 1 6 
0 . 0 2 2 3 
0 . 0 2 3 0 
0 . 0 2 3 7 
0 . 0 2 4 3 
0 . 0 2 4 9 
0 . 0 2 5 5 
0 . 0 2 6 2 
0 . 0 2 6 9 
0 . 0 2 7 6 
0 . 0 2 8 7 
0 . 0 3 0 0 
0 . 0 3 1 3 
0 . 0 3 2 5 
0 . 0 3 3 8 
0 . 0 3 9 6 
0 . 0 4 4 8 
0 . 0 4 9 4 
0 . 0 5 3 5 
0 . 0 5 7 7 
0 . 0 6 1 7 
0 . 0 6 5 6 
0 . 0 6 9 4 
0 . 0 7 3 1 
0 . 0 7 8 7 
Mi 
3.76.10* 
3 .04 .10* 
2 . 5 2 . 1 0 * 
2 . 0 6 . 10* 
1 .71 .10* 
1 .49 .10* 
1 .22 .10* 
1 .03 .10* 
8 . 8 6 . 1 0 ' 
7 .59 .10" 
6 . 5 7 . 1 0 ' 
5.71. IC? 
5 .00 .10 5 
4 . 3 6 . 107 
3 . 8 3 . 1 0 ' 
3 . 3 8 . 1 0 ' 
2 . 8 9 . 1 0 ' 
2.12-. 10' 
1 . 7 1 . 1 0 ' 
1 . 4 0 . 1 0 ' 
1 .15.10* 
4 . 9 5 . 1 0 ' 
2 . 4 8 . 1 0 ' 
1 . 3 6 . 1 0 ' 
7 .98 .10 s 
5 .34 .10 5 
3 . 5 9 . lo"5 




3 7 6 
304 
2 5 2 
2 0 6 
171 
1 4 9 
122 
1 0 3 
8 8 . 6 




4 3 . 6 
38 .3 
33 .8 
















TABLA 11-10. PROPIEDADES TÉRMICAS DE ALGUNOS GASES 













2 0 . 9 
2 7 . 1 
3 3 . 1 
3 8 . 6 
4 3 . 6 
4 8 . 0 
5 1 . 9 
5 5 . 2 
5 8 . 0 
6 0 . 3 
6 2 . 2 
\k. lo* 







3 . 7 6 
4 . 0 4 
4 . 3 1 
4 . 5 9 
4 . 8 4 
Pr 
(Prandtl} 
0 . 7 0 5 
0 . 6 7 8 
0 . 6 5 6 
0 . 6 5 2 
0 . 6 5 9 
0 . 6 7 2 
0 . 6 8 9 
0 . 7 1 0 
0 . 7 3 4 
0 . 7 6 2 




13.3 I 0.2461 
2 2 . 5 0 . 2 4 6 9 


















































































































































































1 . 2 5 0 
0 . 9 1 6 
0 . 7 2 3 
0 . 5 9 6 
0 . 5 0 8 
0 . 4 4 2 
0 . 3 9 2 
0 . 3 5 1 
0 . 3 1 7 
0 . 2 9 1 
0 . 2 6 8 
- 771 -

















1 2 . 6 
1 9 . 6 
2 6 . 6 
3 3 . 6 
4 0 . 6 
4 7 . 2 
5 3 . 4 
5 9 . 2 
6 4 . 6 
6 9 . 6 
7 4 . 2 
K.ios 
W-s) 
1 .4 3 
1 . 8 6 
2 . 2 8 
2 . 6 9 
3 . 0 8 
3 . 4 6 
3 . 8 4 
4 . 1 9 
4 . 5 5 
4 . 9 1 
5 . 2 5 
Vr 
(?r<wdU) 
0 . 7 8 0 
0 . 7 3 3 
0 . 7 1 5 
0 . 7 1 2 
0 . 7 0 9 
0 . 7 1 3 
0 . 7 2 3 
0 . 7 3 0 
0 . 7 4 1 
0 . 7 5 7 







V10KIV0 VE CARBONO 
7 . 0 9 
1 2 . 6 
1 9 . 2 
2 7 . 3 
3 6 . 7 
4 7 . 2 
5 8 . 3 
7 1 . 4 
8 5 . 3 
100 
116 
0 . 1 9 4 6 
0 . 2 1 8 2 
0 . 2 3 7 1 
0 . 2 5 2 4 
0 . 2 6 5 2 
0 . 2 7 5 8 
0 . 2 8 4 7 
0 . 2 9 2 1 
0 . 2 9 8 4 
0 . 3 0 3 7 
0 . 3 0 8 1 
3 . 2 8 
6 . 2 1 
9 . 8 3 
1 4 . 1 
1 9 . 1 
2 4 . 6 
3 0 . 8 
3 6 . 6 
4 3 . 2 
4 9 . 9 
5 6 . 9 
S 
H¿ 
1 . 9 7 6 7 
1 . 4 4 7 
1 . 1 4 3 
0 . 9 4 4 
0 . 8 0 2 
0 . 6 9 8 
0 . 6 1 8 
0 . 5 5 5 
0 . 5 0 2 
0 . 4 6 0 
0 . 4 2 3 
VI0X1V0 VE AZUFRE 
0 
100 
2 0 0 
300 
4 0 0 
500 
6 0 0 
7 0 0 
8 0 0 
9 0 0 














































































VAPOR VE AGUA 
100 
2 0 0 
3 0 0 
4 0 0 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 
8 0 0 
9 0 0 























































4 0 . 6 
53 .1 
6 7 . 0 
8 2 . 9 
99 .3 
1 1 9 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































PROPIEDADES DEL AGUA LIQUIDA SATURADA 
VL HL &n ! <m 
0.0062 , 1.00021 0.000 
0 .0125; 1.0004| 10.04 
0 .0238j 1.0018- 20.04 
0.0432 ! 1.0044 30.02 
40! 0.0752 1.0079 40.01 
50¡ 0 .126 i 1.0121 49.99 
60 ' 0.203 ¡ 1.0171| 59 .98 
70 '* 0 .318 i 1.0228Í 69 .98 
I I 
' 80 0.483 
90 0.715 




130 2 .75 
140 3.68 
150 4 .85 
160 6 .30 
170, 8 .08 
180 10.23 
' 190 12.80 
200 15.86 
210 19.46 
220 , 23 .66 
230 I 28 .53 
240 34.14 





























































































































































































9 . 6 i 
9 .3 
9 .0 




6 .8 ¡ 
5 .8 | 
P<-




4 . 3 0 
3 .54 
2 .98 




















0 . 8 8 
0 .89 









! 61 ! 
fe}l 
7 5 - 6 0 
; 74 -22 
72 .55 
'. 7 1 . 1 8 1 
6 9 . 5 6 
67 .91 
6 6 . 1 8 
















; 30 .97 
28 .57 
2 6 . 2 0 
23 .85 


























2 3 0 
2 4 0 
250 
2 6 0 
270 




































































































































































2 . 2 3 
2 . 3 1 
2 . 4 0 
2 . 4 8 
2 . 5 9 
2 .69 
2 . 8 1 
2 .94 
3 .05 





4 . 1 3 
4 . 3 9 
4 .72 
5 .01 
5 . 3 9 
5 .88 
6 . 4 6 
7 .10 
8 . 0 0 









































































I N D I O 
fa/ape-Tü 
A K) 
3 0 5 0 
3 8 3 
2 0 4 . 3 
2 8 6 . 4 
146 
2 4 . 4 
573 
1 0 1 4 





2 0 8 1 











2 7 8 
387 
515 
5 7 0 
635 
4 8 7 
593 
736 





2 0 6 3 
2 1 6 9 
1315 
1497 












1 0 0 




2 0 0 




2 0 0 
4 0 0 
1 
10 
1 0 0 
2 0 0 




2 0 0 
4 0 0 
1 
10 
1 0 0 
2 0 0 




2 0 0 
4 0 0 
1 
10 
1 0 0 
7.00 




2 0 0 
4 0 0 
§ 
M 
6 6 0 
7 0 0 
9 0 0 
1100 
6 4 0 
7 0 0 
8 0 0 
9 7 0 
3 0 0 
4 0 0 
6 0 0 




4 0 0 
5 0 0 
6 0 0 
2 8 . 4 
9 9 . 6 
1 4 0 . 5 
2 1 0 . 9 
4 1 9 
6 0 0 
8 0 0 
4 0 9 
523 
5 7 4 
648 
704 
3 2 . 4 
301 
6 0 0 








2 . 3 8 
2 . 3 6 
2 . 3 1 
2 . 2 6 
6 . 4 9 
6.~ 45 
6 . 3 8 
6 . 2 9 
1 0 . 0 3 
9 . 9 1 
9 . 6 6 
9 . 4 0 
9 . 2 0 
8 . 0 1 
7 . 9 9 
7 . 9 3 
7 . 8 2 
7 . 7 7 
1 . 8 4 1 
1 . 7 9 7 
1 . 7 7 3 
1 . 7 3 2 
6 . 9 2 
6 . 8 1 
6 . 5 7 
6 . 8 3 
6 . 7 6 
6 . 7 2 
6 . 6 7 
6 . 6 4 
6 . 0 9 
5 . 9 0 
5 . 7 2 
5 . 6 0 
5 . 4 4 
7 . 0 2 6 
7 . 0 0 1 
6 . 9 7 4 
6 . 0 3 9 
6 . 9 1 6 
<f 
fc> 
6 6 0 -
1 0 0 0 
6 5 0 -
9 5 0 
271 
4 0 0 
6 0 0 
8 0 0 
1 0 0 0 
3 2 1 -
7 0 0 
2 8 . 4 
4 1 9 
6 0 0 
8 0 0 
9 0 0 
1000 
2 5 0 
1100 
1 5 6 . 4 
^•d 
0 . 2 5 9 
0 . 0 6 5 
0 . 0 3 4 
0 . 0 3 5 
0 . 0 3 7 
0 . 0 3 9 
0 . 0 4 1 
0 . 0 6 3 
0 . 0 6 0 
0 . 1 1 9 
0 . 1 1 7 
0 . 1 0 7 
0 . 1 0 4 
D . 1 0 1 
D . 0 5 8 
D .075 
3 . 0 8 2 
0 . 0 6 5 
y-
(°c) 
7 0 0 
8 0 0 
7 0 2 
8 0 1 
9 0 0 
1 0 0 2 
3 0 4 
4 5 1 
6 0 0 
3 5 0 
4 0 0 
5 0 0 
6 0 0 
2 8 . 4 
9 9 . 6 
1 4 0 . 5 
2 1 0 . 9 
4 5 0 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 
2 4 0 
3 0 0 
4 0 0 
5 0 0 
6 0 0 
5 2 . 9 
3 0 1 
4 0 2 
5 0 0 




2 . 9 
1 . 4 
1 . 2 9 6 
1 . 1 1 
0 . 9 9 
0 . 9 0 5 
1 . 6 6 
1 . 2 8 
0 . 9 9 
2 . 3 7 
2 . 1 6 
1 . 8 4 
1-.54 
0 . 6 8 3 
0 . 4 7 5 
0 . 4 0 6 
0 . 3 3 4 
3 . 1 7 
2 . 7 8 
2 . 2 4 
1 . 8 8 
1 . 9 1 
1 . 6 7 
1 . 3 8 
1 . 1 8 
1 . 0 5 
1 . 8 9 
1 . 0 2 
0 . 8 7 
0 . 8 1 1 
0 . 6 5 2 
fe 
W 
7 0 0 
7 9 0 
6 3 0 
7 6 0 
3 0 0 
4 0 0 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 
3 5 5 
3 5 8 
3 8 0 
4 3 5 
2 8 . 5 
5 0 0 
6 0 0 
7 0 0 
2 4 0 
2 9 2 
4 1 7 
4 9 8 
2 9 . 9 





0 . 2 4 7 
0 . 2 9 0 
0 . 0 5 2 
0 . 0 5 
0 . 0 4 1 , 
0 . 0 3 7 
0 . 0 3 7 
0 . 0 3 7 
0 . 0 3 7 
0 . 1 0 6 
0 . 1 0 5 
0 . 1 0 5 
0 . 1 1 2 
0 . 0 4 4 
-
0 . 1 3 8 
0 . 1 3 6 
0 . 1 3 5 
0 . 0 8 
0 . 0 8 1 
0 . 0 7 9 
0 . 0 7 8 
0 . 0 7 -
0 . 0 9 
0 . 0 9 -


































































































































































































 400 D.814 














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































TABLA 1 1 - 1 5 . PROPIEDADES FÍSICAS DE LA MEZCLA NITRITO-NITRATO 
I 













































































































































































8 0 . 7 
8 4 . 1 
8 7 . 5 
9 0 . 9 

































2 0 6 . 5 
2 0 9 . 9 
213 .2 



















10 .1 I 
3 .76 
9 .39 
























aceros tablas 759 
adimensionales grupos 72 
agua propiedades 773 
aire propiedades 769 
aislantes térmicos 124 
— propiedades 763 
aleacciones tañías 759 
aletas acopladas 203 
— eficacias 175, 183 
— óptimos 171, 174 
— parabólicas 163 
— radiales 177 
— rectas 148 
— triangulares 160 
analogías 4 
analógicos métodos 284 
apéndice I, 671 
— II, 747 
aproximados métodos 286 
B 
Bessel funciones 672 



























cambios de estado 9, 661 
car arrieos cuerpos 127 
— propiedades 755 
coeficiente de convección 7, 78 
combustibles nucleares 301 
condiciones superf ic ia les 52, 115 
conformes transformaciones 223 
— polígonos 224 
— diversas 226 
— ángulos 247 
conductividad térmica 
— gases 87, 769 
— líquidos 88 
— sólidos 92 
- 752 -
— tablas 748 
— e léc t r i ca 304 
contacto res i s tenc ias 113 
convecci6n mecanismo 6 
— tablas 78 
coordenadas c i l i nd r i cas 51 
— esfér icas 51 
criogénicas temperaturas 145 
cuerpo negro 15 
D 
dieléctr icos 313 
Dirac función 740 
domésticos aislamientos 135 
E 
ecuaciones generales 45 
— adimensionales 72 
— analógicas 80 
eléctrica generación 
calor 3Q3 
eléctricos arcos 314 




— gases 36 
— sólidos 29 
— tablas 760 
energía de fisión 297 
error función 743 
espectro ondas 13 
estacionario régimen 109 
— cilindros 254 
— esferas 122 
— paralelepípedos 271 
— paredes 110 
— rectángulos 205 
— tubos 117, 260 
F 
fisión nuclear 296 
fluidos 58 
— ideales 63 
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forma factor 22 
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cuerpos negros 23 
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— transformadas 684 
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- 783 -
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— tablas 680-726 
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— Fourier 684 
— tablas 693 
— gamma 745 
— Hankel 704 
— tablas 693 
— paredes 476 
— rectángulos 481 
— tubos 502 
gráficos métodos 283 
gris cuerpos 27 
grupos adimensionales 72 
Hankel funciones 704 
tablas 707, 719 
gamma función 745 
gases radiación 34 
— propiedades 769 
generación de calor 
— estacionario 295 
— eléctrica 303 
— cilindros 366 
— esferas 400 
— paralelepípedos 352 
— paredes 324 
— rectángulos 342 
generación transitoria 
— cilindro 492 
— esferas 508 
— paralelepípedos 487 
inducción calentamiento 307 




Laplace transformadas 727 
tablas 732 
materiales propiedades 76 
tablas 748 
- 784 -
"mecanismos de transición 
de calor 1 
metales, conducción 3 
propiedades 748 




movimiento cuerpos 657 
— cambios estado 661 
— focos 589 
cilindros 645 
— paralelepípedos 618 
— paredes 605 
— rectángulos 611 
N 
negro cuerpo 15 
— radiación 18 
— función 19 
nuclear fisión 296 
— combustibles 301 
numéricos métodos 276 
P 
parabólicas aletas 163 
periódicas temperaturas 553 
plasmas gaseosos 316 
polígonos transformación 224 
protuberancias 182 
— cilindricas 188 
— eficacias 199 
— paralelepipédicas 185 
— parabólicas 196 
— rectangulares 190 
Q 
quantos de radiación 11 
químicas reacciones 83, 319 
R 
radiación 11 
— cuerpos diversos 23 
— — grises 27 
— — negros 15 
— fotones 12 
— función 18 
— ondas 13 
— térmica 15 
reacciones químicas 83, 319 
régimen estacionario 109 
resistencias térmicas 4 
- 785 -
— serie 38 
—- de contacto 111 
—- eléctricas 304 
— tablas 306 




sec to res c i r c u l a r e s 226 
semejanza t é rmica 72 
so la r r ad iac ión 20 
s o l i d i f i c a c i ó n 661 
T 
temperaturas t r a n s i t o r i a s 514 
— cilindros 557 
— esferas 582 
— paralelepípedos 552 
— paredes 529 
— tubos 575 
tensiones térmicas 66 
— deformaciones 69 
transformaciones conformes 220 
transformadas 
— Fourier 693 
— Hankel 704 
— Laplace 727 
transitorio régimen 
— sin generación calor 413 
— cilindros 446 
— esferas 508 
— paralelepípedos 442 
— paredes 426 
— rectángulos 430 
— en movimiento 590, 657 
Triangulares aletas 160 

